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Einleitung
Mathematische Untersuchungen entwickeln sich oft so Man ndet gewisse Eigenschaf
ten von

wohlbekannten Objekten heraus Dann versucht man ein Axiomensystem zu
scha	en das die bisher untersuchten Objekte erf


ullen dar


uber hinaus sollte sich eine
reichhaltige und interessante Theorie ableiten lassen die dann f


ur alle Objekte die das
Axiomensystem erf


ullen gilt
Damit stellt sich auch die Frage nach einer Klassikation dieser Objekte Manchmal ist
diese Frage einfach zu beantworten IR ist einziges Modell eines vollst


andigen geordneten
K


orpers Hilbertr


aume sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt durch die Kardinal
zahl jede ihrer Orthonormalbasen Die einfachen endlichen Gruppen kann man seit 
klassizieren
Es stellt sich heraus da f


ur Banachr


aume eine befriedigende Klassikation bisher nicht
existiert Auch die folgende Untersuchung wird keine endg


ultige Ordnung in die Welt
der Banachr


aume bringen sondern vielmehr zeigen wie reichhaltig diese Klasse mathe
matischer Objekte ist Unser Versuch einer Klassikation hat auerdem die n


utzliche
Eigenschaft zwei Banachr


aumen ein

Ma f


ur ihre Unterschiedlichkeit allerdings keine
Halbmetrik zuzuordnen
Der BanachMazurAbstand ist nur f


ur isomorphe Banachr


aume erkl


art Er ist deshalb
kaum geeignet zu einer


Ubersicht in der Klasse aller Banachr


aume beizutragen Allerdings
ist er f


ur zwei Banachr


aume gleicher endlicher Dimension immer deniert und es gilt f


ur
n dimensionale Banachr


aume X und Y
  dX Y   n
Dabei ist dX Y    genau f


ur die isometrisch isomorphen Banachr


aume Wenn man
die isometrisch isomorphen n dimensionalen Banachr


aume identiziert so ist log dX Y 
eine Metrik auf der Menge der


Aquivalenzklassen M
n
 Dieser metrische Raum ist bekannt
als MinkowskiKompaktum
Wir bezeichnen mit DIM
n
X und DIM
n
Y  die Mengen der n dimensionalen Teilr


aume
zweier unendlichdimensionaler Banachr


aume X und Y  Nun betrachten wir DIM
n
X
und DIM
n
Y  als Teilmengen des metrischen Raumes M
n
 Ihren Unterschied mit der
Hausdor	Abstand der eine Metrik auf den nichtleeren abgeschlossenen Teilmengen
eines metrischen Raumes ist
Wir werden den asymmetrischen Hausdor	Abstand in M
n
mit
a
n
X Y   sup inf dE
n
 F
n
 
E
n
 DIM
n
 X F
n
 DIM
n
 Y 
bezeichnen Diese Gr


oe wird nur durch DIM
n
X und DIM
n
Y  bestimmt Weiter ist
s
n
X Y   max fa
n
X Y  a
n
YXg 
X und Y geh


oren einer


Aquivalenzklasse an X  Y  wenn die Folge s
n
X Y  beschr


ankt
ist Mit X bezeichnen wir die Klasse zu der X geh


ort Wir werden sehen da dann

 X bestimmt ist durch die Folge der Abschl

usse der Mengen DIM
n
X Die Gesamtheit
der

Aquivalenzklassen bildet damit eine Menge die wir mit  L bezeichnen Wenn wir
von Topologien auf der Klasse aller Banachr

aume sprechen so meinen wir im folgenden
Topologien auf der Menge  L
Die

Aquivalenzklassen sind ziemlich gro Enth

alt  l
 
 lediglich alle zum Hilbertraum
isomorphen Banachr

aume so geh

oren zu  l
 
 neben den Funktionenr

aumen CK auch
c

 die Diskalgebra AID Ll
 
 und alle Banachr

aume der Form X   l
 

Das vorgestellte Konzept wird in  Pie erstmals eingef

uhrt und untersucht Inhalt der vor	
liegenden Arbeit sind eine Reihe erg

anzender Resultate Es folgt eine Zusammenfassung
des Inhaltes mit den wichtigsten Ergebnissen
Im ersten Kapitel werden wir ben

otigte Bezeichnungen der allgemeinen Banachraumtheo	
rie und den Hausdor
BanachMazurAbstand a
n
X Y  einf

uhren Zwei elementare Aus	
sagen

uber die Folgen a
n
X Y  schlieen sich an Eine erste Untersuchung der

Aquiva	
lenzklassen fragt weiterhin ob man eine gegebene Eigenschaft von Banachr

aumen in je	
der

Aquivalenzklasse bei mindestens einem Repr

asentanten wiederndet So enth

alt jede
Klasse einen separablen Banachraum Man kann zeigen da f

ur X  l
 
X ein reexiver
Raum in  X liegt Im n

achsten Kapitel wird gezeigt da  l

 keine reexiven R

aume
enth

alt also insbesondere l

 l
 
l
m

 gilt Eine untere Absch

atzung f

ur das Wachstum
von s
n
l
p
 l
 
l
m
p
 f

ur   p   wird angegeben Eine andere Untersuchung im vierten
Kapitel zeigt da in jeder Umgebung von  l
 
 ein Banachraum X mit der Eigenschaft
X  l
 
X liegt Theorem 
Die am besten untersuchten Banachr

aume sind die L
p
R

aume Deshalb werden wir im
zweiten Kapitel die Elemente von  l
p
 f

ur   p   bis auf Isomorphie beschreiben
und feststellen da sie f

ur p   mehr als nur die L
p
R

aume enthalten Dar

uber hinaus
werden die Banachr

aume charakterisiert f

ur die die schw

achere Eigenschaft X  X   l
p
gilt Entscheidend f

ur diese Untersuchung ist ein Resultat von T Figiel zu dem ein
elementarer Beweis gefunden werden konnte Lemma 
Im dritten Kapitel werden wir uns mit geeigneten Topologien auf  L und einigen ihrer
Eigenschaften besch

aftigen Es sei a  
n
 eine positive monoton wachsende und diver	
gierende Folge Dann denieren wir eine Umgebung von X wie folgt
U
a
X  fY  L  s
n
X Y   c
n
f

ur ein c   und n  INg 
Dabei bezeichnet L die Klasse aller unendlichdimensionalen Banachr

aume Betrachtet man
alle diese Umgebungen so beschreiben sie eine Topologie auf  L die wir UltraTopologie
nennen Andere Topologien erh

alt man durch Einschr

ankung des Umgebungsbegri
s Die
polynomiale bzw logarithmische Topologie basiert auf Umgebungen U
a
mit Folgen der
Form a  n

 bzw a    logn

 mit   
Die UltraTopologie ist nahezu diskret Zum Beispiel konnte gezeigt werden da der
abz

ahlbare Durchschnitt o
ener Mengen o
en ist und alle pr

akompakten Teilmengen
endlich sind Satz 
Einziger bekannter isolierter Punkt in der logarithmischen Topologie ist  l
 
 M I Ostrov	

skii hat gezeigt da l
 
 in der polynomialen Topologie nicht isoliert ist Wir werden
beweisen da die polynomiale Topologie keinen isolierten Punkt enth

alt Theorem 	

Weiterhin stellt sich heraus da eine Reihe bekannter Klassen von Banachr

aumen keine
isolierten Punkte in der UltraTopologie enthalten kann z B UMDR

aume Auerdem
enthalten diese Klassen keine inneren Punkte in der UltraTopologie Theorem 	
Eine analoge Aussage gilt f

ur die polynomiale Topologie Theorem 	

Einige Berechnungen von a
n
X Y  f

ur konkrete Banachr

aumeX und Y werden im f

unften
Kapitel durchgef

uhrt Wei man

uber a
n
l
r
 l
s
 recht gut Bescheid Bild 
 und Satz

 so reichen die bisherigen Kenntnisse bei anderen Banachr

aumen meist nur f

ur obere
oder untere Absch

atzungen f

ur das Wachstum von a
n
X Y  In diesem Zusammenhang
konnte ein Satz von G Pisier durch Einschr

ankung auf die Klasse der Banachverb

ande
wesentlich einfacher bewiesen werden Satz 	 Schlielich konnte ein erstes Resultat
f

ur LorentzR

aume Theorem  und R

aume 
 summierender Operatoren Theorem
	 gefunden werden
Basierend auf dem Begri der

Onung zwischen zwei Banachr

aumen wurden von M I
Ostrovskii weitere Strukturen auf L betrachtet M I Kadets verwendete die

Onungen
zur Denition einer Halbmetrik d
 
auf L Wir werden im sechsten Kapitel sehen da
aus d
 
X Y    die

Aquivalenz von X und Y folgt die Umkehrung jedoch nicht gilt
Theorem  Weiterhin zeigen wir da sich die

Onungstopologie auf der Menge der
separablen Banachr

aume v

ollig von den von uns denierten Topologien unterscheidet
Theorem 	

  Grundlagen
Banachr

aume
E
n
 F
n
 G
n
    bezeichnen im folgenden n dimensionale Banachr

aume groe Buchstaben
X Y Z    ohne Index werden wir in der Regel den unendlichdimensionalen Banachr

au
men vorbehalten Beim Auftreten verschiedener Normen auf einem Vektorraum werden
wir pr

azisierend f

ur die Norm eines Elementes x des Banachraumes X statt der gewohnten
Bezeichnung kxk auch kxjXk schreiben Es bezeichnen BX 	
 fx  X 	 kxk  g die
abgeschlossene Einheitskugel von X und SX 	
 fx  X 	 kxk 
 g die Einheitssph

are
von X
F

ur   p   bezeichnen wir mit L
p

 L
p
F   oder L
p
 kurz den klassischen
Funktionenraum

uber einemMaraum F   Mit l
p
bezeichnen wir die entsprechenden
Folgenr

aume Schlielich ist l
n
p
der ndimensionale Raum mit der l
p
Norm
LX Y  bezeichnet die Menge der linearen und stetigen Abbildungen von X nach Y  Wie

ublich ist LX 	
 LXX Die identische Abbildung in X wird mit I
X
bezeichnet Mit
NT  	
 fx  X 	 Tx 
 g bezeichnen wir den Nullraum von T und mit T X 	
 fy 
Y 	 x  X Tx 
 yg das Bild von T  Ein Teilraum Y eines Banachraumes X heit
komplementiert falls es eine Projektion P  LX gibt mit P X 
 Y 
X und Y heien isomorph X



Y  wenn eine Bijektion T  LX Y  existiert Falls
kTk 
 kT
  
k 
  gilt so heien X und Y isometrisch isomorph Isometrisch isomorphe
Banachr

aume werden wir in Zukunft stets als identisch betrachten
Den Dualraum von X bezeichnen wir mit X

 sein Bidual ist dann X

 Der Wert eines
Funktionals x

 X

an der Stelle x  X wird mit hx x

i bezeichnet Die Abbildung i
ix x

 	
 hx x

i
ist f

ur jedes x  X ein lineares und stetiges Funktional auf X

 Dann heit i 	 X  X

die kanonische Abbildung von X in seinen Bidual X

 Falls diese isometrische Abbildung
surjektiv ist so nennt man X reexiv
Der Banachraum X	
p
Y ist die direkte Summe von X und Y ausgestattet mit der Norm
kxjXk
p
 kyjY k
p

 p
f

ur   p  Wenn nicht anders vereinbart so bezeichnet X	Y
den entsprechenden Raum mit der Norm kxjXk

 kyjY k


 

Die l

Summe l

 X
i
 besteht aus den Folgen x
i
 mit x
i
 X
i
 so da gilt
kx
i
jl

k 	

 

X
i 
kx
i
jX
i
k


 

Falls i eine allgemeine Indexmenge I durchl

auft so schreiben wir l

I X
i


Zwei Banachr

aume X
 
und X

seien stetig in einen dritten Banachraum X eingebettet
Dann heit X
 
 X

 Interpolationspaar F

ur      bezeichnet 	X
 
 X



 
den Banach
raum der durch das komplexe Interpolationsverfahren deniert ist Entsprechend bezeich
net X
 
 X


 q
den durch reelle Interpolation denierten Banachraum f

ur      und
   q    zur Denition siehe 	BL

BanachMazurAbstand und MinkowskiKompaktum
Der BanachMazurAbstand dE
n
 F
n
 ist deniert als
dE
n
 F
n
  inf kTkkT
 
k 
wobei das Inmum

uber alle stetigen linearen Bijektionen T von E
n
nach F
n
gebildet
wird
Oenbar ist
dE
n
 G
n
   dE
n
 F
n
dF
n
 G
n

Es gilt das bekannte Theorem von F John
Satz  	Joh

F

ur ndimensionale Banachr

aume E
n
ist dE
n
 l
n

   n


Einen Beweis ndet man auch in 	Bol

Wenn wir Banachr

aume E
n
und F
n
mit dE
n
 F
n
   identizieren und die Menge der

Aquivalenzklassen mit M
n
bezeichnen so ist log dE
n
 F
n
 eine Metrik auf M
n
 Dieser
metrische Raum ist kompakt einen Beweis ndet man etwa in 	TJ S 
 M
n
wird
ntes MinkowskiKompaktum genannt
Lokale Banachraumtheorie
In der lokalen Banachraumtheorie werden Eigenschaften von Banachr

aumen untersucht
die mit Hilfe der endlichdimensionalen Teilr

aume deniert sind DIM
n
X bezeichnet die
Menge der ndimensionalen Teilr

aume von X Die Gesamtheit aller endlichdimensionalen
Teilr

aume von X bezeichnen wir mit DIMX Da jeder endlichdimensionale Banachraum
isometrisch in l

eingebettet werden kann ist M
n
DIM
n
l


Es sei C   Man nennt einen Banachraum X Cendlich repr

asentiert in Y  falls zu
jedem n  IN und jedem E
n
 DIM
n
X ein F
n
DIM
n
Y  existiert so da dE
n
 F
n
   C
gilt Falls X Cendlich repr

asentiert in Y f

ur jedes C   ist so nennt man X endlich
repr

asentiert in Y 

In diesem Zusammenhang ndet man in der Literatur verschiedene Begrie f

ur Spezial
f

alle Eine Folge von Banachr

aumen E
n
 mit dimE
n
	 n ist C gleichm

aig in Y ent
halten
 wenn Banachr

aume F
n
  DIM
n
Y  existieren
 so da dE
n
 F
n
  C gilt Wenn
die E
n
Cgleichm

aig in Y enthalten sind f

ur jedes C  
 so spricht man auch von den
gleichm

aig in Y enthaltenen E
n

Das bekannte DvoretzkyTheorem besagt
 da jeder unendlichdimensionale Banachraum
die l
n
 
gleichm

aig enth

alt Dvo
Ein tieiegendes Resultat ist das KrivineTheorem Kri
Satz    p   Wenn ein Banachraum X die l
n
p
Cgleichm

aig f

ur ein C  
enth

alt so enth

alt er die l
n
p
gleichm

aig
Es sei   p   und T   LX Y  Der Operator T heit psummierend
 falls eine
Konstante C existiert
 so da f

ur alle Zahlen n   IN und x

     x
n
  X gilt
 
n
X
i
kTx
i
k
p

p
 C sup



 
n
X
i
jhx
i
 x
 
ij
p

p
 x
 
  BX
 





Die kleinste derartige Konstante bezeichnen wir mit 
p
T 
 die Menge aller psummierenden
Operatoren mit 
p
X Y 
Der Operator T   LX Y  heit nuklear
 falls es eine Darstellung
T 	

X
n
x
 
n
 y
n

mit x
 
n
   X
 
und y
n
   Y gibt
 so da gilt
P

n
kx
 
n
kky
n
k    heit eine
nukleare Darstellung von T 
Die nukleare Norm von T ist deniert als
T  	 inf
 

X
n
kx
 
n
kky
n
k


dabei wird das Inmum

uber alle nuklearen Darstellungen von T gebildet
Ein in der Arbeit h

aug benutztes Hilfsmittel sind Typ und Cotyp von Banachr

aumen
Der hier angegebene allgemeinere Zugang ist aus PW Es seien   u v   und
A 	 a

 a
 
   und B 	 b

 b
 
    zwei Orthonormalsysteme in L
 


 

  L
v


 


und L
 

 
 
 
L
u

 
 
 
 Die kleinste Konstante C
 so da f

ur alle x

     x
n
  X gilt
 
Z

 
k
n
X
k
a
k
sx
k
k
v
d

s

v
 C
 
Z


k
n
X
k
b
k
tx
k
k
u
d
 
t

u

bezeichnen wir mit  
v
u
XjA
n
B
n
 F

ur den h

aug verwendeten Fall u 	 v 	  schreiben
wir stattdessen kurz  XjA
n
B
n


Man veriziert leicht PW 
 	XjA
n
B
n

  n
 
 	

Beispiele f

ur Orthonormalsysteme sind die StandardOrthonormalbasis der Einheitsvek
toren von l

 hier mit I bezeichnet und das System der RademacherFunktionen R 
	r
 
 r

   
 mit
r
k
	t
  sign
 
sin	
k
t


t    k       
Weitere Orthonormalsysteme sind
S 
n
	
p
 sin kt
 k      
o
und C 
n
	
p
 cos kt
 k      
o
in L

  und das System der Haarfunktionen H  fh
 
 h

   g in L

 
F

ur Familien von Banachr

aumen 	X
i


i I
gilt PW 
 	l

	I
 X
i
jA
n
B
n

  sup
i I
 	X
i
jA
n
B
n


Diese Eigenschaft bezeichnen wir als l

Stabilit

at von  
Ein Banachraum X hat RademacherTyp p bzw RademacherCotyp q falls es eine
Konstante C gibt so da f

ur alle n  IN gilt
 

p
	XjR
n
 I
n

  C bzw  
q

	XjI
n
R
n

  C 
Man sieht leicht die folgende Relation
 
q

	XjI
n
R
n

   	XjI
n
R
n

  n
   q
 
q

	XjI
n
R
n

  	

Bemerkung Falls   p  p

   q

 q  ist und f

ur ein C  
 	XjR
n
 I
n

  Cn
 p
 
  
bzw  	XjI
n
R
n

  Cn
   q
 
gilt so hat X Typ p bzw Cotyp q PW  
Beispiele
 	L

jR
n
 I
n

   	L

jI
n
R
n

  
 	L
p
jR
n
 I
n

  n
 p  
  	L
p
jI
n
R
n

  C
p
	  p  

L
p
hat Typ p und Cotyp 
 	L
q
jR
n
 I
n

  C
q
  	L
q
jI
n
R
n

  n
   q
	  q 

L
q
hat Typ  und Cotyp q
 	L

jR
n
 I
n

   	L

jI
n
R
n

  n
 


Die Klasse der Banachr

aume mit Typ  bzw Cotyp  werden wir mit RT
 
bzw RC
 
bezeichnen
Die TypNorm  R
n
  I
n
 besitzt die folgende wichtige Eigenschaft bez

uglich der komple
xen Interpolation 	PW
  und 
 	X
 
  X



jR
n
  I
n
   X
 
jR
n
  I
n

 
 X

jR
n
  I
n


 
Wir denieren
pX   inffp    die l
n
p
sind gleichm

aig in X enthalteng
qX   supfq    die l
n
q
sind gleichm

aig in X enthalteng
Wegen des DvoretzkyTheorems ist   pX    qX   f

ur alle unendlichdi
mensionalen Banachr

aume X
Ein ebenso bekanntes wie tieiegendes Resultat ist das MaureyPisierTheorem
Satz  	MP
F

ur unendlichdimensionale Banachr

aume X sind l
n
pX
und l
n
qX
gleichm

aig in X ent
halten Auerdem ist
pX  supfp    X hat Typ pg
und
qX  inffq    X hat Cotyp qg
In der Arbeit werden wir auch die Klasse der schwachen Hilbertr

aume betrachten
 wir
geben nun die Denition an siehe 	Pie und 	Pis
Es sei E
n
ein ndimensionaler reeller Banachraum Mit vol bezeichnen wir das Lebes
guema im IR
n
 Dann existieren zwei eindeutig bestimmte Ellipsoide D
max
E
n
und D
min
E
n
mit
D
max
E
n
 BE
n
  D
min
E
n
und maximalem bzw minimalem Volumen Man deniert
vr
max
E
n
 
 
volBE
n

volD
max
E
n


n
und vr
min
E
n
 
 
volD
min
E
n

volBE
n


n

Es gilt
vr
max
E
n
  dE
n
  F
n
vr
max
F
n
 und vr
min
E
n
  dE
n
  F
n
vr
min
F
n

Es bezeichnen
v
max
n
X  sup
E
n
DIM
n
X
vr
max
E
n
 und v
min
n
X  sup
E
n
DIM
n
X
vr
min
E
n

Ein BanachraumX heit schwacher Hilbertraum
 falls die Folgen v
max
n
X und v
min
n
X
beschr

ankt sind
Wir beenden diesen Abschnitt mit der bekannten KhintchineUngleichung siehe z B 	DJT



Satz  F

ur     p     existieren positive Konstanten A
p
und B
p
 so da f

ur alle
n  IN und alle Zahlen 
 
     
n
gilt
A
p
 
n
X
i 
j
i
j


 

 
Z
 






n
X
i 

i
r
i
t





p
dt

 p
 B
p
 
n
X
i 
j
i
j


 

HausdorBanachMazurAbstand
Die folgenden Bezeichnungen wurden zum groen Teil aus Pie

ubernommen
Wir bezeichnen mit L die Klasse aller unendlichdimensionalen Banachr

aume
Denition  F

ur Banachr

aume X und Y aus L und n  IN heit
a
n
X Y  	
 sup inf dE
n
 F
n

E
n
 DIM
n
X F
n
 DIM
n
Y 
nter asymmetrischer HausdorBanachMazurAbstand Wir nennen
s
n
X Y  	
 max fa
n
X Y  a
n
YXg
den nten symmetrischen HausdorBanachMazurAbstand
Mit anderen Worten a
n
X Y  ist das Inmum aller Zahlen C   so da gilt	 Zu jedem
E
n
 DIM
n
X existiert ein F
n
 DIM
n
Y  mit dE
n
 F
n
  C
log a
n
X Y  ist der asymmetrische HausdorAbstand der Mengen DIM
n
X und DIM
n
Y 
im metrischen Raum M
n
 Auf den abgeschlossenen Teilmengen von M
n
ist log s
n
X Y 
eine Metrik also auch auf der Klasse aller Banachr

aume wenn man Banachr

aume mit
DIM
n
X 
 DIM
n
Y  identiziert
Wir beginnen mit einigen einfachen Eigenschaften des HausdorBanachMazurAbstandes
Es gilt eine multiplikative Dreiecksungleichung
a
n
XZ  a
n
X Y a
n
Y Z 	
Zu     und E
n
 DIM
n
X gibt es ein F
n
 DIM
n
Y  mit dE
n
 F
n
    a
n
X Y 
Zu diesem F
n
existiert nun ein G
n
 DIM
n
Z mit dF
n
 G
n
     a
n
Y Z Da also
gilt
dE
n
 G
n
     

a
n
X Y a
n
Y Z
f

ur beliebiges E
n
 DIM
n
X und ein G
n
 DIM
n
Z folgt f

ur    die Behauptung
Wegen des DvoretzkyTheorems gilt f

ur alle X  L
a
n
l

 X 
 

und wegen Satz  ist a
n
X l
 
   n
 
 Also gilt f

ur alle X Y  L
a
n
X Y    n
 

Zur Berechnung des HausdorBanachMazurAbstandes zum Hilbertraum kann man
die KwapienIdealnorm  
n
X benutzen
Denition  	Pie

Es sei n  IN und X  L Dann ist
 
n
X  inf C
dabei wird das Inmum

uber alle Zahlen C   gebildet so da gilt
 

n
X
j





n
X
i

ij
x
i





 

A
 
  C

n
X
i
kx
i
k
 

 
f

ur alle x

    x
n
 X und alle unit

aren n nMatrizen 
ij

Satz  	Pie

 
n
X   a
n
X l
 
    
n
X
Da uns nur das Wachstum der Folge a
n
X l
 
 interessiert werden wir in dieser Arbeit die
beiden Gr

oen nicht unterscheiden
Die KwapienIdealnorm ist symmetrisch d h es gilt  
n
X   
n
X
 
 	Pie

Es folgen zwei einfache S

atze
Satz  Die Folge a
n
X Y  ist monoton wachsend
Beweis Zu einem n  IN w

ahlen wir ein E
n
 DIM
n
X aus Ferner sei E
n
DIM
n
X
ein Banachraum der E
n
enth

alt Zu    existiert dann ein F
n
 DIM
n
Y  so da
gilt
dE
n
 F
n
    a
n
X Y 
T  LE
n
 F
n
 sei eine lineare Bijektion mit
kTkkT

k    a
n
X Y 
Mit T

bezeichnen wir die Einschr

ankung von T auf E
n
 das Bild von T

sei mit F
n
bezeichnet Dann ist
dE
n
 F
n
   kT

kkT


k    a
n
X Y 
Demnach ist a
n
X Y     a
n
X Y  f

ur alle     

Satz  F

ur beliebige Indexmengen I und Familien von unendlichdimensionalen Ba
nachr

aumen  X
i

i I
und  Y
i

i I
gilt
a
n
 l
 
 I X
i
  l
 
 I Y
i
   sup
i I
a
n
 X
i
 Y
i
 
Beweis Wir w

ahlen n  IN und    aus Weiter sei E
n
 DIM
n
 l
 
 I X
i
 und f

ur
alle i  I seien P
i
 E
n
  E
ni
 DIM
n
 X
i
 die kanonischen Projektionen von E
n
auf die
X
i
 Dann existiert ein F
ni
 DIM
n
 Y
i
 so da	 gilt
d E
ni
 F
ni
   
  a
n
 X
i
 Y
i
 
d h wir nden lineare Bijektionen T
i
 L E
ni
 F
ni
 mit
kT
i
k   
  a
n
 X
i
 Y
i
 und kT
 
i
k  

Wir denieren T  L E
n
 l
 
 I F
ni
 durch Tx   T
i
P
i
x
iI
 Dann ist T injektiv und
kTk  sup
iI
kT
i
k   
   sup
iI
a
n
 X
i
 Y
i

Wir setzen nun F
n
 T  E
n
 und betrachten T als lineare Bijektion T  L E
n
 F
n
 Dann
ist kT
 
k  sup
iI
kT
 
i
k  
 Demnach ist d E
n
 F
n
   
   sup
iI
a
n
 X
i
 Y
i
 F

ur alle
   wurde damit gezeigt
a
n
 l
 
 I X
i
 l
 
 I Y
i
   
   sup
iI
a
n
 X
i
 Y
i
 
 
Oensichtlich gelten die multiplikative Dreiecksungleichung und die S

atze 
 und 

auch f

ur s
n
 X Y 
Sollte die Folge a
n
 X Y  beschr

ankt sein mit oberer Schranke C so ist X endlich Cre
pr

asentiert in Y  DasWachstum dieser Folge ist demnach ein Ma	 f

ur die

NichtRepr

asen
tierbarkeit von X in Y 
Die folgenden Schreibweisen sind hilfreich bei der weiteren Betrachtung dieser Folgen
Wenn a   
n
 und b   
n
 zwei Folgen positiver Zahlen bezeichnen so schreiben wir

n
 
n
oder auch a  b 
falls eine Konstante C   existiert so da	 
n
  C
n
gilt f

ur n  
      Falls a  b
und b  a gleichzeitig gelten so schreiben wir auch a  b Mit a
c
bezeichnen wir die Folge
 
c
n
 f

ur reelle Zahlen c   und a  b nennen wir die Folge  
n

n

Denition  Zwei Banachr

aume X und Y aus L heien

aquivalent X  Y  wenn
s
n
 X Y  beschr

ankt ist X steht f

ur die durch X de	nierte

Aquivalenzklasse in L
Die

Aquivalenzklassen in L bilden eine Menge denn X ist eindeutig deniert durch die
Folge der Teilmengen DIM
n
 X von M
n
f

ur n  
      Diese Menge werden wir mit L
bezeichnen



Satz   Pie
Jede

Aquivalenzklasse enth

alt einen separablen Banachraum
Beweis Wir betrachten einen beliebigen Banachraum X Weiter sei C   Wir w

ahlen
aus DIM
n
X   M
n
ein endliches CNetz E
n 
     E
nk
n
 das hei	t f

ur alleE
n
DIM
n
X
existiert ein   i  k
n
 so da	 dE
n
 E
ni
  C gilt Mit X

bezeichnen wir die abge

schlossene H

ulle der E
ni
mit n       und i       k
n
 Dann ist X

separabel und
nach Konstruktion ist s
n
X

 X  C  
Satz  Es sei X  L mit X   l

 X Dann enth

alt  X einen reexiven Banachraum
Beweis Wir verfahren wie im Beweis zu Satz  und nehmen f

ur X

nicht die abge

schlossene H

ulle sondern den reexiven Banachraum X

  l

 E
ni
  
Die vollst

andige Beschreibung der

Aquivalenzklassen ist im allgemeinen schwierig Resul

tate

uber  l
p
 werden im zweiten Abschnitt vorgestellt Insbesondere existieren einfache
Charakterisierungen f

ur  l

 und  l
 

Bemerkung Eine Erweiterung der Denition des HausdorBanachMazurAbstandes
auf endlichdimensionale Banachr

aume ohne Verlust wesentlicher Eigenschaften ist wahr

scheinlich nicht m

oglich Mit der naheliegenden Denition a
n
X Y   dX Y  f

ur
dimX dimY   n ist a
n
X Y   n
 
nicht l

anger allgemein g

ultig
Unter Ausnutzung von X  l

 X siehe Folgerung  liegt eine andere Denition f

ur
dimX  dimY   nahe
a
n
X Y   a
n
X  l

 Y  l


Dann w

are aber a
n
l
n

 l
n
 
   Dies widerspr

ache der allgemeinen Denition und Vor

stellung von a
n
X Y 

  l
p
 Klassen
Ziel dieses Kapitels ist eine isomorphe Beschreibung der

Aquivalenzklassen l
p
 Im Sinne
der vorliegenden Arbeit ist es naheliegend statt der L
p
 R

aume die folgenden gr

oeren
Klassen von Banachr

aumen zu betrachten
Denition     p     Ein Banachraum X heit L
p
Raum wenn eine Zahl
C existiert so da jeder endlichdimensionale Teilraum E  X in einem Banachraum
E
n
DIM
n
	X
 enthalten ist f

ur den d	E
n
 l
n
p

   C gilt 
Oensichtlich ist
L
 
 fX  X ist isomorph zu einem Hilbertraumg 
l
p
und L
p
	
 sind L
p
R

aume f

ur    p    Deshalb und wegen ihrer Denition liegen
die L
p
R

aume in l
p
 Wir werden zeigen da l
p
 f

ur p   nicht nur die L
p
R

aume
enth

alt
Eine Charakterisierung der separablen L
p
R

aume liefert der folgende Satz
Satz  For LP
Es sei   p   p   und X ein separabler Banachraum  Dann ist X ein L
p
Raum
genau dann wenn X isomorph zu einem komplementierten Teilraum eines L
p
Raumes
ist und X 


l
 
 
Die Klassen l
 
 und l
 
 lassen sich leicht beschreiben
Satz  Pie
Die Klasse l
 
 besteht genau aus den Banachr

aumen die isomorph zu einem Hilbertraum
sind 
Beweis Dieser Satz folgt aus einem Resultat von J I Joichi
Satz  Joi
Ein Banachraum X ist isomorph zu einem Hilbertraum genau dann wenn es eine Kon
stante C gibt so da f

ur alle n  IN und E
n
 DIM
n
	X
 gilt
d	E
n
 l
n
 

   C
Satz 	 Pie
Die Klasse l
 
 besteht genau aus den Banachr

aumen die die l
n
 
gleichm

aig enthalten 

Beweis Bekanntlich ndet man zu jedem endlichdimensionalen Banachraum E
n
und
C   ein N   IN und einen ndimensionalen Raum F
n
 l
N
 
mit dE
n
 F
n
  C Also
ist a
n
X l
 
   f

ur jeden Banachraum X  
Die entscheidenden Hinweise zu den folgenden Ergebnissen sind von T Figiel unpubli	
ziert
Lemma    p   Die folgenden beiden Aussagen sind

aquivalent
i X  l
p
ii Die l
n
p
sind gleichm

aig in X enthalten und es existiert ein Maraum 
  so da
X isomorph in L
p

  enthalten ist
Beweis Aus ii folgt oenbar i F

ur p  ist die

Aquivalenz klar Falls nun X  l
p
ist so ist wegen a
n
X l
p
  C f

ur eine Konstante C der Banachraum X in l
p
endlich
repr

asentiert Bekannt ist da dann X isomorph in einer Ultrapotenz von l
p
enthalten
ist siehe z B 
DJT  Eine Ultrapotenz von l
p
ist f

ur   p   isometrisch
isomorph zu einem L
p

  
Lac S  s auch 
DJT   
Ein erstes Resultat

uber 
l
 
 lautet
Satz 
X   
l
 
  X ist nicht re	exiv
Beweis Falls X  l
 
 so ist wegen des Lemmas X  L
 
 Dann ist auf X die folgende
Aussage von H P Rosenthal anwendbar
Lemma  
Ros Theorem 
Es sei   p   und X  L
p
ein abgeschlossener linearer Teilraum Dann ist entwe

der X  L
p
 
f

ur ein p
 
 p oder X enth

alt einen komplementierten zu l
p
isomorphen
Teilraum
Demnach hat X entweder einen Typ p   oder einen komplementierten zu l
 
isomorphen
Teilraum Da aber nach Voraussetzung die l
n
 
gleichm

aig in X enthalten sind kann nur
die zweite M

oglichkeit eintreten Damit ist X nicht reexiv  
Bemerkung Insbesondere ist also 
l

 l
n
 
  
l
 
 Das zeigt auch das folgende allgemeinere
Resultat f

ur   p   
HK
a
n

l

 l
m
p
 l
p
 	 n
p
 
 p 
 

Das folgende Lemma wurde erstmals von T Figiel 
Fig S  in einem allgemeineren
Zusammenhang bewiesen

Lemma      p   Weiter sei X ein Banachraum und C    Die l
n
p
seien
Cgleichm

aig in X enthalten Dann sind die l
n
p
auch Cgleichm

aig in jedem Teilraum
Y  X mit endlicher Kodimension enthalten
Beweis Wir k

onnen o B d A annehmen da die Kodimension von Y gleich   ist
Ferner w

ahlen wir ein e  XnY und eine nat

urliche Zahl n aus Nach Voraussetzung
existieren f

ur     k   n  und     i   n Elemente x
ki
 X so da f

ur beliebige Zahlen

ki
 IR gilt
 
n 
X
k
n
X
i
j
ki
j
p

p
 





n 
X
k
n
X
i

ki
x
ki





  C
 
n 
X
k
n
X
i
j
ki
j
p

p

Die x
ki
lassen sich in eindeutiger Weise darstellen als
x
ki
 y
ki
 
ki
e  y
ki
 Y  
ki
 IR
Wir setzen a
k
 	
ki


n
i
 IR
n
 Die a
k
	k        n   
 sind linear abh

angig Also
existieren 

     
n 
mit
n 
X
k

k

ki
  f

ur i         n
und
n 
X
k
j
k
j
p
  
Wir bezeichnen
z
i

n 
X
k

k
x
ki
 i        n
Dann ist oenbar
z
i

n 
X
k

k
y
ki

 
n 
X
k

k

ki

e 
n 
X
k

k
y
ki

also gilt z
i
 Y Auerdem ist f

ur alle a

     
n
 IR





n
X
i

i
z
i











n
X
i
n 
X
k

i

k
x
ki






Nach Voraussetzung ist
 
n
X
i
n 
X
k
j
i

k
j
p

p
 





n
X
i
n 
X
k

i

k
x
ki





  C
 
n
X
i
n 
X
k
j
i

k
j
p

p

also gilt
 
n
X
i
j
i
j
p

p
 





n
X
i

i
z
i





  C
 
n
X
i
j
i
j
p

p

 
Eine direkte Folgerung ist
 
Satz  X enth

alt die l
n
p
gleichm

aig   X  X  l
p

Beweis F

ur p  folgt die Richtigkeit aus Satz 
Die R

uckrichtung ist trivial F

ur die andere Richtung verwenden wir
Lemma  Sei C   und E
n
endlicher Teilraum von X Dann existiert ein Raum
N  X endlicher Kodimension so da f

ur alle x  E
n
und y  N gilt
kxk  Ckx yk
Einen Beweis 	ndet man z B in 
Pie 
Es sei nun G
n
 DIM
n
X  l
p
 und ein C   gew

ahlt Dann existieren E
n
 DIM
n
X
und F
n
 DIM
n
l
p
 so da gilt
G
n
 E
n
 F
n

Ferner sei N  X wie im Lemma bez

uglich E
n
 F

ur x  E
n
 y  N gilt dann
 
kxk
 
 kyk
 

 
 kxk kyk  Ckx yk kx  yk kxk  C  kx  yk 
 
 
C  
 
kxk

 kyk


 

Nach Voraussetzung und wegen Lemma  existiert in N ein endlichdimensionaler Teil
raum N
n
mit
dF
n
 N
n
  C
Also ist E
n
N
n
ist wegen Lemma  korrekt de	nierter Teilraum von X
dE
n
 F
n
 E
n
N
n
  dE
n
 F
n
 E
n
N
n
dE
n
N
n
 E
n
N
n

 
 
CC  
Damit gilt
a
n
X  l
p
 X  
 
CC  
f

ur alle C    
Hier wurde analog zum Beweis f

ur p   in 
Pie verfahren Wegen des Dvoretzky
Theorems gilt
Folgerung  F

ur alle Banachr

aume X  L gilt
X  X  l


F

ur die st

arkere Forderung der Zugeh

origkeit zu 
l
p
 erhalten wir statt einer

Aquivalenz
eine isomorphe Beschreibung

Theorem      p  Dann ist
X  l
p
  X


X
 
 l
p
mit einem Unterraum X
 
 L
p

Beweis Die R

uckrichtung ist wiederum trivial F

ur die Umkehrung unterscheiden wir
zwei F

alle f

ur p neben dem einfachen Fall p  
	     p  
Wegen Lemma  istX 
 L
p
	 aber wegen der Beschr

anktheit der Folge a
n

l
p
 X ist
X in kein L
p
 
f

ur p
 
 p einbettbar Also besitzt X wegen des RosenthalTheorems

Lemma  einen zu l
p
isomorphen	 komplementierten Teilraum Demnach ist
X


X
 
 l
p
mit X
 

 X 
 L
p

	   p 
Wiederum wegen Lemma  ist X 
 L
p
 Weiter benutzen wir das folgende
Lemma  KP
Es sei p   und X ein unendlichdimensionaler Teilraum von L
p
 Dann ist X
entweder isomorph zu l

oder X enth

alt einen zu l
p
isomorphen komplementierten
Teilraum
Die erste Alternative ist nicht m

oglich	 da die Folge a
n

l
p
 X beschr

ankt und l
p
 l

ist Demnach ist
X


X
 
 l
p
mit X
 

 X 
 L
p

 
Bemerkung F

ur p   ist l
p
 stets gr

oer als die Klasse der L
p
R

aume	 denn l
p
l

 l
p

ist kein L
p
Raum Die l
p
Klassen k

onnen gro sein	 so ist f

ur    p  r  
L
r
 l
p
 l
p
 
denn L
r
ist 
isometrischer Teilraum von L
p
 Allerdings ist L
r
nicht komplementiert	 wie
der folgende Satz zeigt
Satz  KP
Es sei    p   und X ein unendlichdimensionaler komplementierter Teilraum von
L
p
 Dann ist X entweder isomorph zu l

oder X enth

alt einen zu l
p
isomorphen komple
mentierten Teilraum
Eine Berechnung der HausdorBanachMazurAbst

ande zwischen den l
p
Klassen ndet
man in HK F

ur     p q    gilt in allen bekannten F

allen
a
n

l
p
 l
q
  n


Im folgenden Bild wird der Wert von  f

ur die bekannten F

alle dargestellt
 
Bild 
 
 

 
 
p
  q
  p

 
p
 
 
q
q

 
 
q
 
 
p

 
 
p

 


Die auf den markierten Linien liegenden F

alle haben den Exponenten  Die Exponenten
auf den anderen Linien sind die stetigen Fortsetzungen von  im Inneren
Im Fall   sind derzeit die folgenden Absch

atzungen bekannt
Satz  HK	 F

ur 
  p  q  gilt
n
    p  p  q
   q
 a
n
l
p
 l
q
  n
p

    p  p  q
   q
logn

f

ur ein   p q  
 
  Uniforme Topologien auf L
Die UltraTopologie auf L
Zur Vereinfachung werden wir folgende Bezeichnungen verwenden Mit M oder auch
M
ULT
bezeichnen wir die Menge aller unbeschr

ankten nichtfallenden Folgen  
n
 mit
 
 
  Hilfreich werden die folgenden Bezeichnungen sein
M
POL
 fa  M     	 mit a  n

g
und
M
LOG
 fa  M     	 mit a   
 logn

g 
Es gilt der folgende einfache Fakt
Satz  Die MengenM
ULT
M
POL
M
LOG
MnM
POL
und MnM
LOG
sind abgeschlos
sen bez

uglich der Potenzbildung mit positivem Exponenten
F

ur jedes a  M denieren wir U
a
 fX Y   L L  s
n
X Y   ag  Damit
besitzt L eine uniforme Struktur Die zugeh

orige uniforme Topologie nennen wir Ultra
Topologie Eine Umgebungsbasis von X  L in der UltraTopologie bilden demnach die
Mengen
U
a
X  fY  L  s
n
X Y   ag 
Oenbar ist diese Topologie auf der Menge der

Aquivalenzklassen hausdorsch
Auch wenn wir hier und im folgenden

Aquivalenzklassen meinen werden wir h

aug ana
log zur Matheorie die Schreibweise mit Repr

asentanten vorziehen d h wir schreiben
X statt X
Eine ausf

uhrliche Darstellung uniformer Topologien ndet man z B in Sch Wir
bemerken da f

ur diese Topologien eine Reihe von Begrien analog zur Theorie metrischer
R

aume deniert werden kann die in allgemeinen topologischen R

aumen keinen Sinn haben
Pr

akompaktheit Vollst

andigkeit
Die UltraTopologie werden wir auch kurz mit ULT bezeichnen Umgebungen von X in
der UltraTopologie mit U
ULT

Uniforme Topologien lassen sich durch Systeme von Halbmetriken beschreiben vgl Rin
	 F

ur den folgenden Satz vereinbaren wir das Inmum

uber die leere Menge gleich
 zu setzen
Satz  F

ur jedes a  M ist
d
a
X Y   inf
n
  	  s
n
X Y   a

o
eine Halbmetrik auf L Die UltraTopologie ist die durch die Familie d
a

a M
erzeugte
Topologie

Beweis Die Eigenschaften einer Halbmetrik pr

uft man leicht nach
Die folgenden Mengen bilden eine Umgebungsbasis in der durch die d
a
erzeugten Topolo
gie
U
d
a

X  fY  L  d
a
X Y   g    	 
F

ur jedes a  M   	 und X  L ist dann
U
a
X  U
d
a

X  U
a
 X
f

ur alle   	  
Die folgenden Resultate werden zeigen
 da diese Topologie der diskreten Topologie

sehr
nahe kommt
Lemma  Zu abz

ahlbar vielen Elementen a
 
 a
 
     M gibt es ein a  M mit
a  a
k
f

ur k  IN
Beweis Wir schreiben a
k
 
k
n
 f

ur k  IN  Dann w

ahlen wir nacheinander Zahlen
  n

 n
 
   
 so da gilt
minf

n
 
 
n
     
k
n
g  k f

ur n  n
k

Man setzt

n
 k f

ur n
k
 n  n
k

Dann ist a  
n
  M F

ur festes k  IN und n
k
 n
h
 n  n
h
ist

n
 h  minf

n
     
h
n
g  
k
n

denn es ist k  h Also ist a  a
k
f

ur alle k  IN  
Satz  In der UltraTopologie ist der Durchschnitt abz

ahlbar vieler oener Mengen
oen die Vereinigung abz

ahlbar vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen
Beweis G

 G
 
    seien oene Mengen und X  
n IN
G
n
 Dann existieren
a

 a
 
     M
 so da gilt
X  U
a
n
X  G
n
f

ur alle n  IN
Nach Lemma  existiert ein a  M mit a  a
n
 Dann ist
X  U
a
X  
n IN
G
n

der Durchschnitt ist also oen  
R

aume mit derartigen Topologien heien pseudodiskret oder PR

aume siehe z B GJ	

S 
Die folgende Eigenschaft von L w

urde f

ur unendliche metrische R

aume nur in der dis
kreten Topologie gelten
	
Satz  Die pr

akompakten Teilmengen von  L sind die endlichen Mengen
Beweis Sei L
 
   L nicht endlich d h es gibt paarweise verschiedene Elemente
X

 X

     L
 
 Weiter w

ahlen wir f

ur k  l Folgen a
kl
 M so da s
n
X
k
 X
l
	  a
kl
gilt Wegen Lemma 

 existiert ein a  M so da a

 a
kl
und a

 a
kl
f

ur alle k l  IN
und k  l gilt Oensichtlich gibt es keine endliche

Uberdeckung von fX
k
 k  INg mit
Mengen der Ordnung U
a
 denn in jedem U
a
X	 kann h

ochstens ein Element aus dieser
unendlichen Menge liegen  
Problem Ist  L in der UltraTopologie vollst

andig
Die Topologien POL und LOG
Weitere Topologien auf  L erh

alt man wenn man die Menge der die Topologie denie
renden Umgebungen einschr

ankt Naheliegend sind folgende M

oglichkeiten
Wir nehmen nur die Umgebungen der Form U
a
X	 mit a  M
POL
 Die resultierende
Topologie heit polynomiale Topologie
Eine andere Topologie erzeugen die Umgebungen U
a
X	 mit a  M
LOG
 Diese Topologie
wird logarithmische Topologie genannt Kurz schreiben wir auch POL bzw LOG Umge
bungen in diesen Topologien werden mit U
POL
X	 bzw U
LOG
X	 bezeichnet Diese beide
Topologien sind keine HausdorTopologien auf  L
TOP steht in Zukunft f

ur irgendeine der drei Topologien ULT POL und LOG

  Punktuale Eigenschaften in L
Isolierte Punkte
Wir werden zun

achst zeigen da es keine isolierten Punkte in POL gibt Das folgende
Ergebnis ist von M I Ostrovskii unpubliziert
Satz  l
 
	 ist in POL nicht isoliert
Beweis Es sei a 
 n
 
   M
POL
mit    und C   Wir w

ahlen in jeder Dimension
n ein endliches CNetz E
n 
     E
nk
n
 d h f

ur alle endlichdimensionalen Banachr

aume
E
n
  M
n
existiert ein   i  k
n
mit dE
n
 E
ni
  C Ferner sei T
ni
  Ll
n
 
 E
ni
 mit
kT
ni
k 
  und kT
 
ni
k 
 dl
n
 
 E
ni
  n
 

Mit der komplexen Interpolationsmethode denieren wir nun die folgenden Banachr

aume
F
ni

 E
ni
 T
ni
l
n
 
	
  

Dann ist
dE
ni
 F
ni
  n
 

Wir setzen schlielich
X
 

 l
 
 F
ni
	 
dabei ist n 
      und   i  k
n
 Dann ist oenbar
a
n
l

 X
 
  n
 

Andererseits ist aber X
 
 l

 weil f

ur mn   IN und   i  k
n
wegen  gilt
 F
mi
jR
n
 I
n
   E
mi
jR
n
 I
n

   
 l
m
 
jR
n
 I
n

  
 n
    

 n
   

Wegen der l
 
Stabilit

at von  R
n
 I
n
 ist demnach  X
 
jR
n
 I
n
  n
    
 Also hat
X
 
wegen der Bemerkung auf Seite  einen Typ p    
Theorem  In der polynomialen Topologie besitzt L	 keine isolierten Punkte
Beweis Es bleibt der Fall X  l

zu untersuchen d h es ist qX   Wegen des
MaureyPisierTheorems und Satz  gilt X  l
qX
 X F

ur qX  q

 q ist wegen
des folgenden Lemmas 
n
q
 
 q
 a
n
X  l
q
 X
Es sei nun a 
 n
 
   M
POL
 Wegen Bild  k

onnen wir ein q  qX bestimmen so
da gilt
a
n
l
q
 l
qX
  n
 


Also ist wegen Satz 
a
n
X   l
q
 X  a
n
X   l
q
 X   l
q X
  a
n
l
q
 l
q X
  n


Damit ist X   l
q
 U
a
X  
Wir werden nun zeigen da 	l
 

 isolierter Punkt in LOG ist Daf

ur ben

otigen wir folgendes
Lemma das von allgemeinerem Interesse ist
Lemma  	Pie

  q  r   Ferner enthalte X die l
n
r
gleichm

aig und es sei  Y jI
n
R
n
  n
 q

Dann ist
n
q r
 a
n
X Y 
Beweis Es sei F
n
DIM
n
Y  und T  Ll
n
r
 F
n
 eine Bijektion so da gilt
kTkkT
 
k  dl
n
r
 F
n

Dann ist
n
 r
  l
n
r
jI
n
R
n
  kT
 
k F
n
jI
n
R
n
kTk  n
 q
dl
n
r
 F
n

Also gilt
n
q r
 inf
F
n
dl
n
r
 F
n
  a
n
X Y 
 
Eine einfache Folgerung ist
Satz  	l


 ist isoliert in LOG 
Beweis Es sei X ein Banachraum mit X  l

 Dann besitzt X wegen Satz  und des
MaureyPisierTheorems einen Cotyp q  Also ist wegen der Relation 
n
q
 a
n
l

 X
 
Problem Gibt es weitere isolierte Punkte in LOG oder ULT 
Folgen lokaler Parameter
Im folgenden werden wir sehen da bekannte Klassen von Banachr

aumen in ULT keine
isolierten Punkte enthalten

Denition   vgl Pie
Wir nennen die Funktion  
n
 L      einen nlokalen Parameter falls die Bedin
gung
 
n
 X  s
n
 X  Y  
n
 Y 
erf

ullt ist f

ur alle X  Y  L
 
n
heit monoton falls f

ur alle Banachr

aume X  Y  L gilt
 
n
 X   
n
 X  Y  
Wir betrachten nun Folgen lokaler Parameter auf L
Beispiele Folgen monotoner lokaler Parameter sind
 
n
 X  a
n
 X X
 
  f
	
ur festes X
 
 L 

 XjA
n
 B
n



n
 X  
v
max
n
 X und v
min
n
 X
Nichtmonotone Beispiele sind
 
n
 X  a
n
 X
 
  X  f
	
ur festes X
 
 L 

 
n
 X  a
n
 X X X

 
 
n
 X  a
n
 l

  X  X

und

r
n
 X  inf d l
n
r
  E
n
    E
n
DIM
n
 X
Wir f
	
uhren die folgende Bezeichnung ein
L 
n
   fX  L    
n
 X ist beschr
	
anktg 
Wir werden nur solche   
n
 betrachten
 f
	
ur die L 
n
 nichtleer ist Insbesondere ist dann
f
	
ur Folgen monotoner lokaler Parameter l

 L 
n
  Falls  
n
 X f
	
ur ein X  L beschr
	
ankt
ist
 so ist
 
n
 l

   
n
 X  l

  s
n
 X  l

  X 
n
 X 
also ist wegen Folgerung  auch  
n
 l

 beschr
	
ankt
Folgen lokaler Parameter sind mit unserem
	
Aquivalenzbegri vertr
	
aglich
 denn es gilt f
	
ur
X  Y die folgende
	
Aquivalenz
X  L 
n
 	 Y  L 
n
 
F
	
ur eine Folge lokaler Parameter   
n
 bezeichnen wir mit


TOP
 
n
 
n
X  L   
n
 X  a  a  M
TOP
o


Oenbar ist  
ULT
 
n
  L 
n

Satz  vgl Pie
 
TOP
 
n
 ist TOPabgeschlossen
Beweis Es sei X
 
  
TOP
 
n
 Wir de	nieren a  
n
 durch


n

 max
m n
 
m
X
 
 
n
 
Dann ist a  M
TOP
und es existiert eine Umgebung U
TOP
X
 
 so da f

urX  U
TOP
X
 

gilt
s
n
XX
 
  a
Also ist
 
m
X
 
  s
m
X
 
 X 
m
X  
m
 
m
X
demnach gilt


n
 max
m n
 
m
X
 
  
n
max
m n
 
m
X
Folglich ist a  max
m n
 
m
X Wegen a  M
TOP
ist also X   
TOP
 
n
 f

ur alle
X  U
TOP
X
 
  
Theorem  Es sei  
n
 eine Folge monotoner lokaler Parameter und l

ein TOPRand
punkt von Ln  
TOP
 
n
 Dann besitzt  
TOP
 
n
 keine TOPinneren Punkte
Beweis Wir nehmen an X sei ein TOPinnerer Punkt von  
TOP
 
n
 d h es exi
stiert ein a  M
TOP
 so da gilt U
a
X   
TOP
 
n
 Nach Voraussetzung existiert ein
Banachraum X
a
  
TOP
 
n
 mit
s
n
X
a
 l

  a
Wir de	nieren b  
n
  M durch


n

 max
m n
 
m
X
a
 
Wegen X
a
  
TOP
 
n
 ist dann b  M
TOP
 Weiter ist wegen Satz 
s
n
X X
a
 X  a
Andererseits ist wegen der Monotonie von  
n
b  max
m n
 
m
X
a
  max
m n
 
m
X X
a

also ist X X
a
  
TOP
 
n
 Damit ist X kein TOPinnerer Punkt von  
TOP
 
n
  
Bemerkung Insbesondere besitzt damit  
TOP
 
n
 keine TOPisolierten Punkte
Im folgenden werden wir dieses Theorem f

ur einige bekannte lokale Parameter in den
Topologien ULT und POL anwenden

Lemma   Pie   Es sei  
n
 eine Folge lokaler Parameter der Form
 XjR
n
 I
n
  XjI
n
R
n
  XjC
n
S
n
 v
max
n
X oder v
min
n
X
Dann ist l
 
ein ULTRandpunkt von LnL 
n

Die folgenden De	nitionen wurden aus  Pie


ubernommen Zur Bezeichnung der auftre
tenden Orthonormalsysteme siehe Seite 
Denition  Wir bezeichnen mit
RT
 
weak
 L v
min
n
  Banachr

aume mit schwachem RademacherTyp 
RC
 
weak
 L v
max
n
  Banachr

aume mit schwachem RademacherCotyp 
AT
 
 L  H
n
 I
n
  gl

attbare Banachr

aume
AC
 
 L  I
n
H
n
  konvexizierbare Banachr

aume
UMD  L  C
n
S
n
  UMDR

aume
Die schwachen Hilbertr


aume sind demnach gerade die Banachr


aume mit schwachem Typ
 und schwachem Cotyp 
Theorem  Die folgenden Klassen von Banachr

aumen enthalten keine inneren und
damit keine isolierten Punkte in ULT 
	 Banachr

aume mit schwachem RademacherTyp 

 Banachr

aume mit schwachem RademacherCotyp 

 Schwache Hilbertr

aume

 UMDR

aume

 konvexizierbare und gl

attbare Banachr

aume
Beweis	 Die Richtigkeit der Aussagen  bis  folgt aus Lemma  wegen Theorem 
und der Beispiele nach De	nition  Aussage  gilt wegen AT
 
 RT
 
und AC
 
 RC
 
 PW   
Bemerkungen	 Damit sind alle diese Klassen nirgends dicht in ULT wegen ihrer Abge
schlossenheit Lemma 
Wir beweisen ein analoges Theorem f


ur die polynomiale Topologie
Lemma  Es sei 
n
 eine Folge lokaler Parameter der Form
 XjR
n
 I
n
  XjI
n
R
n
 
n
X v
max
n
X oder v
min
n
X
Dann ist l
 
POLRandpunkt von Ln 
POL
 
n


Beweis Man ndet in jeder POL Umgebung von l
 
einen Banachraum l
p
mit p     
Theorem  Die folgenden Klassen von Banachr

aumen sind nirgends dicht in POL 
 Banachr

aume mit schwachem RademacherTyp 
 Banachr

aume mit schwachem RademacherCotyp 
	 Schwache Hilbertr

aume

 konvexizierbare und gl

attbare Banachr

aume

Beweis Es gilt L 
n
  
POL
 
n
 Man betrachte also jeweils die abgeschlossene Menge

POL
 
n
  
Problem Ist die Klasse der UMDR
	
aume nirgends dicht in POL

Bemerkung F
	
ur die UMDR
	
aume k
	
onnen wir nicht genauso verfahren denn es ist

POL
 C
n
S
n
  L siehe PW  und 
Beispiele f

ur X  X  X
Es gibt Banachr
	
aume die nicht isomorph ihrem kartesischen Quadrat sind Ein Beispiel
wurde von T Figiel Fig konstruiert Die dort verwendeten Techniken werden benutzt
um eine
	
Aquivalenzklasse X in L zu nden so daXX   X gilt Die erste Konstruktion
Satz  wurde von A Hinrichs durchgef
	
uhrt unpubliziert Wir werden dann zeigen
da der HausdorBanachMazurAbstand zwischen X  X und X

gro sein kann
jedes a   M
POL
kann
	
uberschritten werden und Beispiele in beliebiger N
	
ahe von l
 
konstruieren Da die Folge lokaler Parameter

n
 X  a
n
X XX
 
nicht monoton ist bleibt jedoch die folgende Frage oen
Problem Besitzt fX  X X   Xg innere Punkte

Satz  Es sei n
k
 eine Folge nat

urlicher Zahlen mit

k  
X
j 
n
j
	 n
k
f

ur k      
und q
k
 eine fallende Folge reeller Zahlen mit   q
k


 Dann gilt f

ur X 
h
l

 l
n
k
q
k
i
a
n
k
X XX  n
 q
k  
  q
k
k


Beweis Zun

achst gilt
a
 n
k
X  XX  inf
n
dl
n
k
q
k
  l
n
k
q
k
 E
 n
k
  E
 n
k
 DIM
 n
k
X
o
 
 
inf
n
dl
 n
k
q
k
 E
 n
k
  E
 n
k
 DIM
 n
k
X
o

Wir xieren k und w

ahlen ein E  DIM
 n
k
X Es sei T  Ll
 n
k
q
k
 E ein Isomorphismus
Weiter bezeichnen wir mit P
j
die Einschr

ankung der orthogonalen Projektionen von X
nach l
n
j
q
j
auf E  X Wir denieren F  l
 n
k
q
k
wie folgt
F 	 
k
j
NP
j
T 
Nach Voraussetzung an die n
k
gilt somit
dimF   diml
 n
k
q
k

k
X
j
rankP
j
  
n
k
 
k
X
j
n
j
 n
k

Wir bezeichnen mit
X
k
	
M
jk
l
n
j
q
j

Dann ist T F   X
k
 Also gilt
kTkkT
 
k  dF T F   inf
n
dGH  G  DIM
n
k
l
 n
k
q
k
 H  DIM
n
k
X
k

o

Damit ist
a
 n
k
X  XX 
inf
n
 GjI
n
k
R
n
k
  G  DIM
n
k
l
 n
k
q
k

o


 X
k
jI
n
k
R
n
k


Wegen der l

Stabilit

at der CotypIdealnorm ist
 X
k
jI
n
k
R
n
k
 	 sup
jk
 l
n
j
q
j
jI
n
k
R
n
k
 	 n
 q
k  
k

F

ur den Abstand zum Hilbertraum schreiben wir kurz
d
F
	 d

F l
dimF 



F

ur eine untere Absch

atzung des Z

ahlers ben

otigen wir zwei Lemmata
Lemma  MS 
Es existiert ein C

  so da f

ur jedes m  IN und jeden mdimensionalen Banachraum
G ein Teilraum F  G existiert so da gilt
dimF   C

 GjI
m
R
m

 
m und d
F
 
Lemma  MS 

Zu q   existiert eine Konstante C

 so da f

ur Banachr

aume F  l
n
q
mit d
F
  gilt
dimF   C

n
q


Damit gibt es f

ur G  DIM
m
l
n
q
 ein F entsprechend Lemma  Dieses F erf

ullt dann
auch die Voraussetzungen des Lemmas  Also ist
 GjI
m
R
m

 

C
 
m
C

n
q

also existiert eine Konstante C  	
 so da gilt
 GjI
m
R
m
  C
 
m
n

 
n
   q

Setzen wir nun m  n
k
und n  n
k

 so erhalten wir
a
n
k
X XX  C
 
n
 q
k  
 q
k
k

 
Bemerkung F

ur unsere Zwecke kann X auch eine allgemeinere Gestalt haben mit Kom
ponenten E
n
j
statt l
n
j
q
j
 Aus dem Beweis gehen die notwendigen Bedingungen an E
n
j
hervor
 E
n
j
jI
m
R
m
  Cn
  q
j
j
 m      
und f

ur jedes F  E
n
j
mit d
F
  mu gelten
dimF   n
q
j

Diese Bedingungen sind scharf in folgendem Sinn Die erste Forderung impliziert die
Existenz eines Teilraumes F  E
n
j
mit d
F
  und dimF   C
 
n
q
j
Mas
 S 
Mit Satz  k

onnen wir nun zeigen
Theorem  Zu jedem a   MnM
POL
existiert ein Banachraum X so da gilt
X X   U
a
X
Beweis Es sei a  
n
   M
POL
 Wir w

ahlen eine fallende Folge positiver Zahlen 
k

mit

X
k 

k




Weiter sei n
k
induktiv so gew

ahlt
 da gilt
  
n
k
 n

k
k
und 
k 
X
j 
n
j
 n
k

Nun berechnen wir q
 
aus

q
 



 

X
k 
log
n
k
logn
k


Oenbar ist    q
 
   Wir w

ahlen induktiv q
k 
 so da gilt

q
k 


q
k
 
log
n
k
logn
k

Da die rechte Seite positiv ist ist 	q
k

 eine fallende Folge und es ist
lim
k 

q
k 


q
k
 lim
k 
k
X
j


q
j 


q
j



q

 

X
k
log
n
k
logn
k




Damit ist    q
k
   und wegen Satz  ist
a
n
k
	X XX
  n
q
k  
q
k
k
 

n
k

wenn wir X  l

 l
n
k
q
k
 setzen  
Wir kommen nun zu dem im Vorspann dieses Abschnittes angek

undigten Resultat
Theorem  Zu jedem a  M existiert ein Banachraum X  U
a
	l


 so da gilt
X X  X
Beweis Der zu konstruierende Raum wird die Gestalt X  l

 l
n
k
p
k


k
haben mit einer
fallenden gegen  konvergierenden Folge 	p
k

 und
n
p
k
k
 n
p
k 
k 

Es gilt wegen der l

Stabilit

at von a
n
	Satz 
 f

ur festes n  IN
a
n
	X l


  sup
k
a
n
	l
n
k
p
k
 l

 l



Falls n  n
k
gilt so ist f

ur alle    p   
a
n
	l
n
k
p
 l

 l


  d	l
n
p
 l
n


  n
p

Falls n  n
k
gilt so ist
a
n
	l
n
k
p
 l

 l


  d	l
n
k
p
 l
nn
k

 l
n


  n
k
p

Es bezeichne k

 minfk  IN  n
k
	 ng Dann gilt
a
n
	X l


 

sup
n
k
n
n
p
k
k
 sup
n
k
n
n
p
k

 max

n
p
k

  
k


 n
p
k



Deswegen und wegen Satz  gen

ugt zum Beweis des Theorems das folgende Lemma
zu zeigen
Lemma  Es sei a  	
n

  MnM
POL
 Dann existiert eine Folge nat

urlicher Zahlen
	n
k

 und eine fallende und gegen  konvergierende Folge 	p
k

 mit den folgenden Eigen
schaften f

ur alle k  IN 

 i
 
 

k  
X
j 
n
j

A
  n
k
 ii
n
 p
k  
k
  
n
k
 iii
n
 p
k
k
  n
 p
k 
k
 iv
lim
k 
n
p
k 
p
k
k

Insbesondere ist also wegen ii f

ur k

  
n
p
k

  
k


  
n
k

 
  
n
k

  
  
n
und nach Denition von k

n
p
k

  n
p
k

k

  
n
k

  
  
n

demnach ist f

ur n  n

a
n
X l

   
n

Beweis des Lemmas Die n
k
und p
k
werden induktiv gew

ahlt
Zun

achst sei n

   Weiter sei p

   gew

ahlt mit

 

log
n
 
  logn

 

p

 	
Es seien nun n

     n
k
und p

     p
k
   bereits gew

ahlt
 so da i aus dem Lemma
erf

ullt ist und f

ur k    gilt

 

log
n
k  
logn
k
 

p
k
und 

n
k  
  
n
k
 	 
Wir werden n
k
und p
k
so konstruieren
 da i ii und iii aus dem Lemma sowie
die Ungleichungen 	  f

ur k  k   erf

ullt sind Schlielich werden wir f

ur die so
gefundenen Zahlenfolgen die Richtigkeit von iv zeigen
Wir w

ahlen n
k
hinreichend gro
 so da folgende zwei Bedingungen erf

ullt sind
n

k
  n
k
und 

n
k
  
n
k 
 	
p
k
gen

uge nun der Forderung
max


 

log
n
k
logn
k


	


 p
k

 

p
k
 

 
  


 


p
k

logn
k
logn
k
 		

Die Existenz eines solchen p
k 
  ist gesichert denn wegen  ist
	



	
p
k

	

 


 
	

 
	
p
k

 
	

 
 
	


	
p
k

logn
k
logn
k 

und wegen  ist f

ur k  
	


log
n
k
 logn
k
 
	


log
n
k  
logn
k
 
	
p
k

Also gilt

 
	


	
p
k

logn
k
  log
n
k

womit die Relation  f

ur alle k   Zahlen p
k 
liefert Die Existenz eines passenden
p

in Ungleichung  ist wegen 	 und n


  n

gesichert
Insbesondere erf

ullt ein solches p
k 
die Bedingung  wenn wir f

ur k die Zahl k 
 	
einsetzen
Aus  folgt weiterhin
  p
k 
 p
k

Wegen a  M
POL
ist
lim
k 
log
n
k
logn
k 
 
also gilt
lim
k 
p
k 
 
Es bleibt die Eigenschaften i bis iv des Lemmas zu zeigen
Die Bedingung i ist oensichtlich wegen  Falls bereits n
k
 

P
k
j
n
j

gilt so ist
n
k 
 n

k
 

n
k
 n
k

 


k
X
j
n
j

A
 


k
X
j
n
j

A

Weiter gilt ii wegen 
n
p
k 
k 
  
n
k

Die Richtigkeit von iii sieht man mit  wie folgt
n
p
k 
k 
 n
p
k

log n
k
log n
k 
k 


n
p
k
k


 n
p
k
k
 	
Damit ist
lim
k 
n
p
k
k

Wegen  ist dann
n
p
k 
p
k
k
 n
p
k
k
 n
p
k

k

also ist auch
lim
k 
n
p
k 
p
k
k

 

  Beispiele
Eine Eigenschaft von Banachverb

anden mit endlichem Cotyp
Ziel der folgenden Abschnitte wird die Absch

atzung des HausdorBanachMazurAbstandes
zwischen bekannten Klassen von Banachr

aumen sein etwa Banachverb

anden und Schatten
von NeumannR

aumen Dazu ben

otigen wir eine geeignete Folge lokaler Parameter
Denition  Es sei X ein Banachraum und n   IN  Wir bezeichnen mit
 
 
 
XjR
n

f
R
n
R
n

f
R
n

die kleinste aller Zahlen C mit folgender Eigenschaft
F

ur n
 
Tupel x
ij
  X und 
ij
  fg gilt

B

Z
 

Z
 







n
X
i 
n
X
j 
r
i
s	r
j
t	
ij
x
ij







dsdt

C
A
 
 C

B

Z
 

Z
 







n
X
i 
n
X
j 
r
i
s	r
j
t	x
ij







dsdt

C
A
 

Man zeigt leicht da
 diese Zahlen eine Folge lokaler Parameter auf L bilden und monoton
wachsend mit n sind F

ur X  Y gilt au
erdem
 
 
 
XjR
n

f
R
n
R
n

f
R
n

  
 
 
Y jR
n

f
R
n
R
n

f
R
n


Eine Darstellung der Theorie der Banachverb

ande ndet man in LT Band II Wir
ben

otigen einige Begrie In jedem Banachverband X gilt





n
X
i 
jx
i
j






n
X
i 
kx
i
k
f

ur alle n   IN und x
 
     x
n
  X Diese Eigenschaft hei
t Konvexit

at
Denition    q  Ein Banachverband heit qkonkav falls eine Konstante C
existiert so da gilt

n
X
i 
kx
i
k
q

 q
 C







n
X
i 
jx
i
j
q

 q






f

ur alle n   IN und x
 
     x
n
  X
Es besteht der folgende Zusammenhang zwischen Cotyp und qKonkavit

at
Satz  LT II f
Falls X Cotyp q   hat dann ist X r  konkav f

ur alle r  q

Es sei    r   s   und f eine mebare Funktion auf einer Menge M N Dann
gilt
 
Z
N

Z
M
jfs tj
r
ds

sr
dt

 s
 
 
Z
M

Z
N
jfs tj
s
dt

rs
ds

 r

Diese Ungleichung ist bekannt als JessenUngleichung siehe Jes	

Satz  X sei ein Banachverband mit endlichem Cotyp Dann gibt es ein C   so da
gilt
 
 

XjR
n

f
R
n
R
n

f
R
n

  C
f

ur alle n  IN 
Beweis Wir w

ahlen eine Zahl q mit    qX   q   
 Dann ist X nach Satz 

qkonkav das heit es gibt eine Zahl M
q
  so da f

ur beliebige n
 
Elemente x
ij
 X
und 
ij
 fg    i j   n gilt

B

Z


Z


	
	
	
	
	
	
n
X
i
n
X
j
r
i
sr
j
t
ij
x
ij
	
	
	
	
	
	
 
dsdt


C
A
 
 


Z


Z


	
	
	
	
	
	
n
X
i
n
X
j
r
i
sr
j
t
ij
x
ij
	
	
	
	
	
	
q
dsdt


A
q
  M
q
	
	
	
	
	
	
	


Z


Z








n
X
i
n
X
j
r
i
sr
j
t
ij
x
ij






q
dsdt


A
q
	
	
	
	
	
	
	
Mit dem Absolutbetrag in Banachverb

anden kann man wie im skalaren Fall rechnen vgl

LT II 
d	
 Zweimalige Anwendung der KhintchineUngleichung Satz 
 ergibt
	
	
	
	
	
	
	


Z


Z








n
X
i
n
X
j
r
i
sr
j
t
ij
x
ij






q
dsdt


A
q
	
	
	
	
	
	
	
  B
 
q
	
	
	
	
	
	
	


n
X
i
n
X
j
jx
ij
j
 


A
 
	
	
	
	
	
	
	

Wegen der KhintchineUngleichung und JessenUngleichung ist
	
	
	
	
	
	
	


n
X
i
n
X
j
jx
ij
j
 


A
 
	
	
	
	
	
	
	
  A
 

	
	
	
	
	
	
	
	

B

n
X
i


Z








n
X
j
r
j
tx
ij






dt


A
 


C
A
 
	
	
	
	
	
	
	
	
  A
 

	
	
	
	
	
	
	
	
Z



B

n
X
i






n
X
j
r
j
tx
ij






 


C
A
 
dt
	
	
	
	
	
	
	
	
  A
  

	
	
	
	
	
	
Z


Z








n
X
i
n
X
j
r
i
sr
j
tx
ij






dsdt
	
	
	
	
	
	

  A
  
 
Z
 

Z
 







n
X
i 
n
X
j 
r
i
 sr
j
 tx
ij






dsdt
  A
 
 

B

Z
 

Z
 







n
X
i 
n
X
j 
r
i
 sr
j
 tx
ij







dsdt

C
A
 
wegen der Konvexit

at Also ist
 
 

XjR
n

f
R
n
R
n

f
R
n

 M
q
B

q
A

 

 
Bemerkung Tats

achlich gilt diese Aussage f

ur alle Banachr

aume X mit endlichem Co
typ und mit lokal unbedingter Struktur Der Beweis dieser allgemeineren Situation ist
komplizierter Pis	

Schattenvon NeumannKlassen
Ein wichtiges Beispiel von Banachr

aumen sind die Schattenvon NeumannKlassen C
p

Denition  Es seien H
 
und H

Hilbertr

aume mit endlichen oder abz

ahlbaren Ortho
normalsystemen  e
i

iI
und  f
i

iI
 Weiter sei    p  Der Operator T  L H
 
 H


besitze die Orthonormaldarstellung
Tx 
X
iI

i
 x e
i
f
i
f ur x  H
 
mit Zahlen 
i
 IR Dann ist T  C
p
 H
 
 H

 falls gilt
P
iI
j
i
j
p
 Mit
kT jC
p
k 

X
iI
j
i
j
p
	
 p
bezeichnet man die pte Schattenvon Neumann Norm Man bezeichnet mit C

die Klas
se der kompakten Operatoren mit der gew

ohnlichen Operatornorm
F

ur eine unit

are Matrix A  das heit A

A  I aus L l
n

 gilt McC

kAjC
p
k  kIjC
p
k  n
 p

Wir bezeichnen mit C
p
 C
p
 l

 l

 Im endlichdimensionalen Fall ist C
n
p
 C
p
 l
n

 l
n


Bekanntlich ist C

der Hilbertraum der HilbertSchmidtOperatoren auf l


Der BanachMazurAbstand zwischen C
n
p
und C
n

ist bekannt TJ	 

d C
n
p
 C
n

  n
j p j
f

ur    p   

Satz  F

ur     p    gilt
 
 
 
C
n
p
jR
n

f
R
n
R
n

f
R
n

 n
j p  j

Beweis Der folgende Beweis ist aus PW  
Mit W
n
bezeichnen wir die Walsh	Matrizen der Ordnung n 
 
m
 ihre Konstruktion ist
induktiv
W


  
und
W
n



W
n
W
n
W
n
W
n


Oenbar gen

ugt es den Satz f

ur Zahlen n 
 
m
mit m  IN zu beweisen Es sei zun

achst
    p   und     i j   n Mit
T
ij
 Ll
n
 

bezeichnen wir die Matrix mit genau einem Eintrag   im Feld i j Man rechnet leicht
nach da f

ur alle    s t     gilt






n
X
i
n
X
j
r
i
sr
j
tT
ij






C
n
p







 n
Es sei nun W
n

 
ij
 die Walsh	Matrix mit Eintr

agen aus f g
Dann ist f

ur    s t     die Matrix
F 
 n
 
n
X
i
n
X
j
r
i
sr
j
t
ij
T
ij
unit

ar Also ist






n
X
i
n
X
j
r
i
sr
j
t
ij
T
ij






C
n
p







 n
 p

Damit ist
 

 
C
n
p
jR
n

f
R
n
R
n

f
R
n

 n
p 

F

ur   p    verf

ahrt man analog Dabei verwende man als T
ij
Matrizen mit genau
einem Eintrag 
ij
aus W
n
im Feld i j  
Bemerkung F

ur p 
   und p 
 ist diese Absch

atzung scharf Satz  Wir vermu
ten da dies f

ur alle     p    gilt
Nat

urlich ist a
n
C

 L

 
   F

ur p  gilt die folgende Aussage
Theorem 
n
 

j
 
p

 

j
	 a
n
C
p
 L
p
 	 n
j
 
p

 

j


Beweis Es sei n  m
 
und F   DIM
m
 
L
p
 Man rechnet leicht die folgende Relation
nach
 
 
 
C
m
p
jR
m

f
R
m
R
m

f
R
m

 dC
m
p
 F  
 
 
F jR
m

f
R
m
R
m

f
R
m


Also ist wegen Satz 
inf
F DIM
m
 
 L
p

dC
m
p
 F   m
jpj
 
Die angegebene obere Absch

atzung
a
n
C
p
 L
p
  a
n
C
p
 l

   
n
C
p
  n
j
 
p

 

j
erh

alt man wie folgt	 Man wende Satz 

 an und benutze dabei die folgenden Interpo
lationsformeln f

ur 
  p    q  Pie 
 PW 
C
p
 C

 C



p
und C
q
 C

 C



q
f

ur 
p  
 
p
 
p
 und 
q  
 
q
  
BemerkungDie Ungleichung  im Beweis ist scharf Wegen des DvoretzkyTheorems
und dC
m
p
 C
m

  m
jpj
ist
inf
F DIM
m

 L
p

dC
m
p
 F   m
jpj

Es gilt Absch

atzung 



 
XjR
n

f
R
n
R
n

f
R
n

 n 
Wir zeigen eine sch

arfere obere Absch

atzung
Satz 


 
XjR
n

f
R
n
R
n

f
R
n

 n


Beweis Die Idee zu diesem Beweis ist aus PW 


F

ur 
  i j  n seien Zahlen 
ij
  f	
g gew

ahlt Mit T bezeichnen wir die Matrix mit
diesen n

Eintr

agen Dann ist kT 	 l
n


 l
n

k  
 Es gilt Pie 


I 	 l
n


 l
n

  

und TJ 
	T 	 l
n


 l
n

  

T 	 l
n


 l
n


Also ist
	T 	 l
n


 l
n

  

T 	 l
n


 l
n


 

I 	 l
n


 l
n

kI 	 l
n


 l
n

kkT 	 l
n


 l
n

k  n



Wir werden zeigen da T wie folgt dargestellt werden kann
Es gibt eine Zahl N  so da f

ur alle    i j   n gilt

ij

N
X
k 

k

k
i

k
j
und
N
X
k 
j
k
j   	n




mit reellen Zahlen 
k
und Vorzeichen 
k
i
 
k
j
 fg f

ur alle    k   N
Dann gilt f

ur beliebige n

Elemente x
ij
aus X

B

Z


Z








n
X
i 
n
X
j 
r
i
s
r
j
t

ij
x
ij







dsdt

C
A



B

Z


Z








N
X
k 

k


n
X
i 
n
X
j 
r
i
s

k
i
r
j
t

k
j
x
ij

A







dsdt

C
A

 
N
X
k 
j
k
j

B

Z


Z








n
X
i 
n
X
j 
r
i
s

k
i
r
j
t

k
j
x
ij







dsdt

C
A


N
X
k 
j
k
j

B

Z


Z








n
X
i 
n
X
j 
r
i
s
r
j
t
x
ij







dsdt

C
A


Zum Beweis des Satzes gen

ugt demnach das Konstruieren der obigen Darstellung f

ur T 
Da T endlichen Rang hat existiert wegen T 
   	n


eine nat

urliche Zahl M und es
existieren f

ur alle    k  M reelle Zahlen 
k
und x
k
 y
k
 B
l
n
 
 k   	   M  so da T
die folgende Darstellung besitzt
T 
M
X
k 

k
x
k
 y
k
mit
M
X
k 
j
k
j   	n



Im folgenden wenden wir den Satz von KreinMilman siehe z B Bea S 	
 an
Satz  Eine konvexe kompakte Teilmenge C eines Banachraumes X ist die abgeschlos
sene konvexe H

ulle ihrer Extremalpunkte
Als Extremalpunkte von B
l
n
 
ndet man im reellen Fall leicht genau die 	
n
Punkte
k
l
 
l
 
l
     
ln

    l   	
n

deren Koordinaten 
li
aus fg sind

Damit k

onnen wir T auch schreiben als
T 
M
X
k 

k


n
X
l 

k
l
k
l

 


n
X
m 

k
m
k
m

mit 
k
l
 
k
m
  und

n
X
l 

k
l
 kx
k
k   und

n
X
m 

k
m
 ky
k
k  
Also ist
T 

n
X
l 

n
X
m 

M
X
k 

k

k
l

k
m

k
l
  k
m
und

n
X
l 

n
X
m 





M
X
k 

k

k
l

k
m







n
X
l 

n
X
m 
M
X
k 
j
k
j
k
l

k
m

M
X
k 
j
k
j  n


F

ur k
l
 
l
 
l
     
ln
 und die Einheitsvektoren fe

     e
n
g in IR
n
ist

ij
 hTe
j
 e
i
i 

n
X
l 

n
X
m 

M
X
k 

k

k
l

k
m

he
j
 k
l
ihe
i
 k
m
i


n
X
l 

n
X
m 

M
X
k 

k

k
l

k
m


lj

mi

womit eine Darstellung entsprechend 	
 gefunden wurde mit N  
n
und
	
k

M
X
k 

k

k
l

k
m

 
LorentzR

aume
Wir betrachten hier nur LorentzFolgenr

aume

Zu einer gegen Null konvergierenden Zahlenfolge 
n
 bezeichnet 
 
n
 die nichtwachsende
Umordnung von j
n
j
 Es sei   p   und   q 
 
 Wir f

uhren die folgende
Bezeichnung ein
k
j
jl
pq
k 



X
j 

j
pq

 
j

q
	
A
q


Die Menge aller Folgen f

ur die dieser Ausdruck endlich ist bezeichnet man als Lorentz
Raum l
p q
 Dann ist k  jl
p q
k eine Quasinorm auf l
p q
statt der Dreiecksungleichung gilt
nur kx yk  C kxk kyk f

ur eine universelle Konstante C Diese Quasinorm ist aber
f

ur   p  

aquivalent zu einer Norm unter der l
p q
Banachraum wird vgl 	Cre

S 
 Es gilt l
p p
 l
p
 Wir bemerken da l
q
zu einem Teilraum von l
p q
isomorph ist
	ACL 	LT I e
LorentzR

aume erh

alt man auch durch reelle Interpolation der l
p
R

aume
Satz  	Tri 

Es seien      und   q    r s   Weiter sei p bestimmt durch

p

 
r


s

Dann gilt
l
p q
 l
r
 l
s

 q

Aus 	PW sind gute Eigenschaften von  
n
bez

uglich reeller und komplexer Interpolation
bekannt
Satz  	PW 
 Bemerkung zu 
Es sei X Y  ein Interpolationspaar Dann gilt
i
 
n
	X Y 

   
n
X
  
 
n
Y 


ii
 
n
X Y 
  
   
n
X
 
 
n
Y 


Das folgende Resultat gibt einen Hinweis auf die lokale Struktur von l
p q

Satz  	Cre
 Theorem 

Es gilt f

ur   p 
pl
p  
  minfp g  ql
p  
  maxfp g 
Wegen des MaureyPisierTheorems Satz  sind also die l
n
p
gleichm

aig in l
p  
enthal
ten Eine einfache Folgerung ist
Theorem    p  Dann gilt
a
n
l
p  
 l
 
  n
j pj


Beweis Wegen Satz  ist
n
j    pj
  a
n
l
p
 l
 
  a
n
l
p 
 l
 
 f

ur   p 
F

ur die obere Absch

atzung sei zun

achst   p  Dann ist
l
p 
	 l
 
 l


 
  	 

p

Also ist wegen der Interpolationseigenschaft der Kwapienidealnorm
a
n
l
p 
 l
 
    
n
l
p 
   
n
l



 
p
  n
   p

Der Fall   p   kann v

ollig analog behandelt werden  
Bemerkungen
 Man kann im Satz   
n
nicht durch den allgemeineren Hausdor
BanachMazur
Abstand ersetzen
Es sei   r  s  Weiter sei     so gew

ahlt da gilt l
r
	 l
s
 l
 



Dann existiert ein    so da gilt Satz 
a
n
l
s
 l
 


 l
s
 	 a
n
l
r
 l
s
  n


Andererseits ist a
n
l
 
 l
s


	 a
n
l
s
 l
s


	  f

ur alle     
 Die Aussage ii des Satzes  ist nicht richtig f

ur X Y 
q
mit q 	  Dazu
betrachte man f

ur   p  und festes q 	  LorentzR

aume
l
pq
	 l
 
 l


q

Da l
q
Teilraum von l
pq
ist gilt
n
j   qj
   
n
l
q
   
n
l
pq
 
Das w

are im Widerspruch zu der dann geltenden Relation
 
n
l
pq
   
n
l



 
p

falls p  klein ist
R

aume   summierender Operatoren
Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis des folgenden Theorems
Theorem    p q   Dann gilt
a
n

 
l
p
 l
q
 l
 
  
 




n
 p  
  p  q  
n
 q  
  q  p  
n
  
sonst


Bevor wir das Theorem beweisen zitieren wir zwei S

atze Ein Banachraum heit Bkonvex
falls er die l
n
 
nicht gleichm

aig enth

alt Es gilt der folgende
Satz  Lin	
Falls 

 
X Y  Bkonvex ist so haben X und Y jeden Cotyp q  
Satz  Tri 	 Pis	
Es seien   p q   Wir w

ahlen p

und q

so da f

ur ein      gilt
l
p
 l
p
 
 l
 


 l
q
 l
q
 
 l
 



Dann gilt 

 
l
p
 l
q
 ist isomorph zu 

 
l
p
 
 l
q
 


 
l
 
 l
 
	


Beweis des Theorems F

ur p   oder q   sind wegen Satz  die l
n

gleichm

aig
in 

 
l
p
 l
q
 enthalten Damit ist in diesem Fall nach Bild 
a
n


 
l
p
 l
q
 l
 
   a
n
l

 l
 
  n
 

Bekannt ist weiterhin da das Operatorenideal 

 
X Y  isomorphe Bilder von X
 
und
Y enth

alt Damit ist das Theorem richtig f

ur p   oder q  
Es bleibt der Fall   p q   zu untersuchen F

ur p  q   ist nichts zu zeigen denn


 
l
 
 l
 
 ist Hilbertraum
Wir betrachten zun

achst   q  p   Dann ist wegen l
q
 

 
l
p
 l
q

n
q  
 a
n
l
q
 l
 
  a
n


 
l
p
 l
q
 l
 
 
Andererseits errechnet man f

ur q

  in Satz 
  

q

Also ist wegen der S

atze  und 
a
n


 
l
p
 l
q
 l
 
  a
n


 
l
p
 
 l

 l
 

 

 
n
 

 
 n
q  

Da die KwapienIdealnorm symmetrisch ist und gilt


 
l
p
 l
q

 
 

 
l
q
 l
p

einen Beweis ndet man z B in Sch S 	 erhalten wir f

ur   p  q  
entsprechend
a
n


 
l
p
 l
q
 l
 
  a
n


 
l
q
 l
p
 l
 
  n
p  

 

  Die

Onungstopologie
Eine weitere Struktur auf der Klasse aller Banachr

aume basiert auf den

Onungen Dieser
Begri geht auf KKM zur

uck Die mit dem

Onungsbegri de	nierte Halbmetrik
d
 
auf der Klasse aller Banachr

aume wurde von Kad
 eingef

uhrt M I Ostrovskii
schlielich de	nierte und untersuchte oene Teilklassen in L Ost
Wir werden uns hier aus formalen Gr

unden auf die separablen Banachr

aume beschr

anken
Sie k

onnen als Teilr

aume des C  aufgefat werden Bea S 
 deshalb k

onnen wir
von der Menge L
s
der separablen Banachr

aume in L sprechen Wegen Satz  ist diese
Einschr

ankung in L ohne Auswirkungen
Der Unterschied zu den bisher betrachteten Topologien wird durch Beispiele gezeigt Wir
werden zwei Teilmengen L
 
  L
s
und L

  L
s
	nden L
 
ist d

oen aber in L nicht
TOPoen L

ist TOPoen in L aber nicht d

oen
Es sei X ein separabler Banachraum und GX die Menge seiner nichtleeren abgeschlos
senen Teilr

aume A und B seien beliebige Teilmengen aus X Wir setzen
distAB  inffka bk  a  A b  Bg
Der asymmetrische HausdorAbstand der Einheitssph

aren von Y Z  GX ist de	niert
als


Y Z  sup
y SY 
disty SZ 
Wir bezeichnen
Y Z  max f

Y Z 

Z Y g
als sph

arische

Onung zwischen Y und Z Dann ist  eine Metrik auf GX
Man kann diesen Begri auf die Menge aller separablen Banachr

aume ausdehnen Dazu
bezeichnet man
d

Y Z  inf
XUV
UY V Z
dabei wird das In	mum gebildet

uber alle separablen Banachr

aume X die isometrische
Bilder von Y und Z enthalten und alle isometrischen Einbettungen U  Y  X und
V  Z  X
Bemerkung Die Untersuchungen verlaufen analog wenn in dieser De	nitionX  C 
festgehalten wird
Neben der sph

arischen

Onung werden weitere

Onungen betrachtet


Y Z  sup
y SY 
disty Z
und


Y Z  sup
y SY 
disty BZ

Man bezeichnet mit
Y Z  max f
 
Y Z 
 
Z Y g
die geometrische

Onung zwischen Y und Z und mit
Y Z  max f
 
Y Z 
 
Z Y g
die Kugel

onung zwischen Y und Z
Bemerkung Die geometrische
	
O
nung wurde erstmals untersucht in KKM Einen
umfassenden
	
Uberblick ndet man in Ost weitere Resultate sind u a in Ost und
Ost So wird in Ost gezeigt da
d
ge
Y Z  log   Y Z
eine Metrik auf GX ist  ist eine Metrik Diese Metriken erzeugen diesselbe Topologie
auf GX denn es gilt
Y Z  Y Z  Y Z  Y Z
GX ist vollst
	
andig bez
	
uglich dieser Metriken vgl Ost
Analog zu d

deniert man d

auf L
s
 Dann ist d

eine vollst
	
andige Halbmetrik auf L
s
 es
gibt nichtisomorphe Banachr
	
aume Y und Z mit d

Y Z   Ost die Beweise bleiben
richtig wenn man nur separable Banachr
	
aume zul
	
at Die entsprechende Identizierung
von Banachr
	
aumen ist feiner als unsere
	
Aquivalenzrelation
Theorem  Falls d

X Y    gilt so ist s
n
X Y    Aus X  Y folgt im allge
meinen nicht d

X Y   
Beweis Die Idee f
	
ur den ersten Teil ist von A Hinrichs unpubliziert
Wegen d

X Y    existiert f
	
ur jedes    ein Banachraum Z der X und Y isometrisch
enth
	
alt und in GZ gilt X Y    Also existiert f
	
ur jedes x  SX ein y  BY 
mit kx yjZk  
Zum Beweis verwenden wir das bekannte Lemma von H Auerbach
Lemma  DJT  E sei ein ndimensionaler Banachraum Dann existieren
x

    x
n
 SE und x
 

    x
 
n
 SE
 
 so da gilt
hx
i
 x
 
i
i   und hx
i
 x
 
j
i   f

ur i  j
Das System x
i
 x
 
i

n
i
nennt man AuerbachBasis f
	
ur E
Es sei E
n
DIM
n
X und x
i
 x
 
i
 eine AuerbachBasis f
	
ur E
n
 Dann gilt f
	
ur alle x  E
n
x 
n
X
i
hx x
 
i
ix
i


Nach Voraussetzung existieren y
i
  BY  mit
kx
i
 y
i
k   i      n 
Wir bezeichnen mit
F
n
 spanfy
 
     y
n
g  Y 
T  E
n
 F
n
sei die lineare Abbildung mit Tx
i
 y
i
 Dann gilt
kTx xk 
 
 
 
 
 
n
X
i 
hx x
 
i
iy
i
 x
i

 
 
 
 
 

n
X
i 
kxjE
n
kkx
 
i
jE
 
n
kky
i
 x
i
k
 nkxjE
n
k 
Wegen
kTxk  kxk  kTx xk    n kxk
ist
kTk    n 
Weiter gilt wegen
kxk  kx Txk kTxk  nkxk kTxk
die Ungleichung
kxk 
kTxk
 n

d h T ist Isomorphismus f
	
ur  

n
und es ist
kT
 
k 

 n

Also ist
dE
n
 F
n
 
  n
 n

Zu gegebenen n kann 
   

n
beliebig gew
	
ahlt werden demnach ist a
n
X Y   
Ebenso zeigt man a
n
YX   F
	
ur den zweiten Teil zeigen wir nun da es isomorphe
Banachr
	
aume mit positivem Abstand gibt Das folgende Beispiel zeigt mehr
Satz  vgl KO   p   Die Folge von Banachr

aumen X
n
 l
n
p
 l

besitzt keine
bez

uglich d

konvergente Teilfolge
Beweis Es sei 
     so da gilt

p
 

   
Wir zeigen da zu n   IN ein m  n existiert mit d

X
n
 X
m
   Dazu sei m so gro
gew
	
ahlt da es in Bl
n
p
 keine melementige Distanzmenge gibt Entsprechend CS

 gen
	
ugt es
m   




n

auszuw

ahlen
Wir nehmen indirekt an es g

abe einen X
m
und X
n
enthaltenden Banachraum Z und es
gelte
X
m
 X
n
  
F

ur    k   m sei f
k
 BX
n
 so gew

ahlt da	 kf
k
 e
k
k   gilt wobei die e
k
die zur
Einheitsbasis von l
m
p
geh

orenden Vektoren von X
m
sind Es sei f
k

 u
k
 v
k
 mit u
k
 l
n
p
und v
k
 l
 
 Nach Voraussetzung an m existieren k l  f     mg mit ku
k
 u
l
k   Es
gilt
kf
k
 f
l
k  ke
k
 e
l
k   
 
 p
 
Also ist
ku
k
 u
l
k

 ku
k
 u
l
k

 kv
k
 v
l
k

 kv
k
 v
l
k

 
 

 p
 



Andererseits gilt f

ur die v
i
die Parallelogrammgleichung
kv
k
 v
l
k

 kv
k
 v
l
k


 kv
k
k

 kv
l
k

und
ku
k
k

 kv
k
k

   ku
l
k

 kv
l
k

  
Also ist

 

 p
 


  ku
k
 u
l
k

 ku
k
 u
l
k

  ku
k
k

 ku
l
k


 

 ku
k
k 

  ku
k
k

 ku
k
k  


   ku
k
k
Demnach gilt
 

 p
 


    
im Widerspruch zur Wahl von   
Mit L
s
jd

 bezeichnen wir die

Aquivalenzklassen in L
s
 die bei Identizierung der Ba
nachr

aume mit d

X Y  
  entstehen Die Topologie auf L
s
jd

 bez

uglich d

nennen
wir
 
Onungstopologie
Theorem  Wir bezeichnen mit
L
 

 fX  L
s
 d

X l
 
  g und L


 fX  L
s
 X  l
 
g
zwei Teilmengen von Banachr
 
aumen in L
s
 Dann ist L
 
d

oen aber in L nicht
TOPoen L

ist in L nat
 
urlich TOPoen aber nicht d

oen
Bevor wir zum Beweis des Theorems kommen stellen wir die folgende Konstruktion aus
Ost vor die auf A Douady Dou zur

uckgeht
X sei ein Banachraum und Y  GX Q sei die Quotientenabbildung
Q  X  XY

Im Banachraum X  
 
XY betrachten wir folgende abgeschlossene Teilr

aume
G
 
 Y  

XY und G
 
 fx Qx  x  Xg
f

ur     
Lemma  G
 
und X sind isomorph Es gilt
dG
 
 X 
 	 

und 
G
 
 G
 
  
Beweis Man betrachtet die Bijektion Tx  xQx in LXG
 
 Wegen kQk   ist
dann
kTk   	  und kT
 
k 



Wir w

ahlen u  xQx  G
 
 so da u   gilt Dann ist
kuk  kxk	 kQxk
Nun sei    Es existiert ein y

 NQ  Y mit
kx y

k  kQxk 	 
Wir bezeichnen v

u  y

 Qx Dann ist v

u  G
 
 Wegen
ku v

uk
kuk

kx y

k
kxk	 kQxk

kQxk	 
kxk	 kQxk
 
f

ur hinreichend kleines    ist


 
G
 
 G
 
  

Ahnlich beweist man 

 
G
 
 G
 
     
Satz  F

ur      existieren Banachr

aume G
 
 so da gilt

G
 
 G
 
  
und f

ur    ist
s
n
G
 
 G
 
  n


Beweis Jeder separable Banachraum ist isomorph zu einem Quotienten von l

LT
I S  Also existiert ein Y  Gl

 so da l

Y isomorph zu c
 
ist
Wir f

uhren die obige Konstruktion in l

 

c
 
aus Dann ist
G
 
 Y  

c
 
und G
 


l


Damit ist aber f

ur      vgl Bild 
s
n
G
 
 G
 
  s
n
l
 
 l

  n


 

Beweis des Theorems  L
 
ist d
 
 oen und wegen Ost Prop 	
 sind alle
Banachr

aume in L

isomorph zu l

 Wegen Theorem 	  ist l


 nicht ULT isoliert
d h L

ist in L
 nicht TOP oen
L

ist in L
 als Komplement einer einpunktigen Menge nat

urlich TOP oen Wir w

ahlen
G

und G
 
   	 wie im Beweis zu Satz  Dann ist G

  L

 andererseits ndet man
zu jedem   	 ein G
 
  L

mit d
 
G
 
 G

   Also ist L

nicht d
 
oen  
Damit ist gezeigt da die

Onungstopologie mit unseren betrachteten Topologien nicht
vergleichbar ist

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Topologien auf der Klasse aller Banachr

aume
Thesen
Einf

uhrung
Wir bezeichnen mit DIM
n
X die Menge der n dimensionalen Teilr

aume eines Banach
raumes X Der BanachMazurAbstand zweier isomorpher Banachr

aume X und Y wird
deniert durch
dX Y  	
 inf kTkkT
  
k 
wobei das Inmum

uber alle stetigen linearen Bijektionen T von X nach Y gebildet wird
F

ur ndimensionale Banachr

aume E
n
und F
n
gilt   dE
n
 F
n
  n
Mit L bezeichnen wir die Klasse aller unendlichdimensionalen Banachr

aume F

ur X und
Y aus L und n  IN heit
a
n
X Y  	
 sup inf dE
n
 F
n

E
n
 DIM
n
 X F
n
 DIM
n
 Y 
nter asymmetrischer HausdorBanachMazurAbstand Wir nennen
s
n
X Y  	
 max fa
n
X Y  a
n
YXg
den nten symmetrischen HausdorBanachMazurAbstand
Mit anderen Worten a
n
X Y  ist das Inmum aller Zahlen C   so da gilt	 Zu jedem
E
n
 DIM
n
X existiert ein F
n
 DIM
n
Y  mit dE
n
 F
n
  C
Zwei Banachr

aume X und Y aus L heien

aquivalent X  Y  wenn die Folge s
n
X Y 
beschr

ankt ist X steht f

ur die durch X denierte

Aquivalenzklasse in L Man kann
zeigen da die

Aquivalenzklassen eine Menge bilden wir nennen sie L Wenn wir von
Topologien auf der Klasse aller Banachr

aume sprechen so meinen wir im folgenden To
pologien auf dieser Menge L
Es seien a 
 
n
 und b 
 
n
 zwei Folgen positiver Zahlen Wir schreiben

n
 
n
oder auch a  b 
falls eine Konstante C   existiert so da 
n
 C
n
gilt f

ur n 
       Falls a  b
und b  a gleichzeitig gelten so schreiben wir a  b
Ergebnisse
 Jede

Aquivalenzklasse enth

alt einen separablen Banachraum
 Falls X  l

X gilt so enth

alt X einen reexiven Banachraum Die Klasse l

 enth

alt
keinen reexiven Banachraum

  Die Klassen l
p
 sind f

ur p   bis auf Isomorphie bekannt
X  l
p
  X


X
 
 l
p
mit einem Unterraum X
 
 L
p

Insbesondere enth

alt l

 genau alle zu einem Hilbertraum isomorphen Banachr

aume
Auerdem ist
l
 
  fX  X ist ein Banachraum ohne endlichen Rademacher	Cotypg
Damit geh

oren zu l
 
 so unterschiedliche R

aume wie c
 

 die Diskalgebra
 Ll

 und alle
Banachr

aume der Form X  l
 
 F

ur p   ist L
p
eine echte Teilmenge von l
p

 Das asymptotische Verhalten der Folgen a
n
l
p
 l
q
 ist f

ur alle bis auf einen Fall bekannt
 	 p 	 q 	   a
n
l
p
 l
q
 
 n
p q
 	 q 	 p 	   a
n
l
p
 l
q
 
 
 	 p 	  	 q    a
n
l
p
 l
q
 
 n
p 
 	 q 	  	 p 	    a
n
l
p
 l
q
 
 n
 p
 	 q 	 p 	    a
n
l
p
 l
q
 
 n
q
 
q p
 	 p    a
n
l

 l
p
 
 n

Ferner gilt f

ur   p  q  
n
  p p q
 q
 a
n
l
p
 l
q
  n
p

  p p q
 q
logn

f

ur ein   p q  
 MitM bezeichnen wir die Menge aller unbeschr

ankten nichtfallenden Folgen 
n
 mit


  F

ur jedes a  M denieren wir
U
a
 fX Y   L L  s
n
X Y   ag 
Damit besitzt L eine uniforme Struktur
 die zugeh

orige uniforme Topologie auf L nennen
wir Ultra	Topologie ULT Auch wenn wir im folgenden

Aquivalenzklassen meinen
 wer
den wir analog zur Matheorie die Schreibweise mit Repr

asentanten vorziehen
 d h wir
schreiben X statt X Eine Umgebungsbasis von X  L in der Ultra	Topologie bilden
die Mengen
U
a
X  fY  L  s
n
X Y   ag 
Oenbar ist diese Topologie auf der Menge der

Aquivalenzklassen hausdorsch Sie ist
nicht diskret z B ist l

nicht isoliert
 jedoch gibt es keine unendlichen pr

akompakten
Mengen Weiterhin ist der abz

ahlbare Durchschnitt oener Mengen oen
Die Frage nach der Vollst

andigkeit der Ultra	Topologie ist ungel

ost
 Weitere Topologien erh

alt man durch Einschr

ankung des Umgebungsbegris Die po
lynomiale bzw logarithmische Topologie POL
 LOG basiert auf Umgebungen U
a
mit

Folgen der Form a  n
 
 bzw a    logn
 
 mit    POL besitzt keine isolierten
Punkte Einziger bekannter isolierter Punkt in ULT und LOG ist l
 

  Die folgenden Klassen von Banachr
	
aumen enthalten keine isolierten Punkte in ULT und
sind nirgends dicht
 Banachr
	
aume mit schwachem RademacherTyp  bzw schwa
chem RademacherCotyp  schwache Hilbertr
	
aume UMDR
	
aume und  konvexizier
bare bzw  gl
	
attbare Banachr
	
aume
	
Ahnlich zeigt man da in POL die folgenden Klassen nirgends dicht sind
 Banachr
	
aume
mit schwachem RademacherTyp  bzw Banachr
	
aume mit schwachem Rademacher
Cotyp  schwache Hilbertr
	
aume und  konvexizierbare bzw  gl
	
attbare Banachr
	
aume
 F
	
ur jede Folge a   M mit a  n

 f
	
ur alle    gibt es einen Banachraum X so da
gilt
a
n
X XX  a 
In jeder Umgebung von l
 
ndet man Banachr
	
aume mit X X  X
 Neben den Absch
	
atzungen zwischen l
p
R
	
aumen konnten f
	
ur eine Reihe weiterer Ba
nachr
	
aume Absch
	
atzungen der HausdorBanachMazurAbst
	
ande gefunden werden

Schattenklassen C
p
   p 	

n
 

j
 
p
 
 

j
 a
n
C
p
 L
p
  n
j
 
p
 
 

j

LorentzR
	
aume l
p 
   p 	

a
n
l
p 
 l
 
 
 n
j   pj

R
	
aume summierender Operatoren 

l
p
 l
q
   p q  	

a
n


l
p
 l
q
 l

 

 




n
 p  
  p  q  
n
 q  
  q  p  
n
 
sonst

 Wir vergleichen unsere Topologien mit der von M I Kadets auf der Klasse aller
Banachr
	
aume denierten Halbmetrik d

 Sie wird mit Hilfe der
	
Onungen deniert Die
entsprechende Identizierung ist feiner es gilt
d

X Y     s
n
X Y    
Es gibt
	
aquivalente Banachr
	
aume mit positivem Abstand In der Menge L
s
der separablen
Banachr
	
aume nden wir zwei Teilmengen
L
 

 fX   L
s

 d

X l
 
  g und L


 fX   L
s

 X  l
 
g 
so da gilt
 L
 
ist d

oen aber nicht oen in L bez
	
uglich der untersuchten Topolo
gien ULT LOG und POL Weiterhin ist L

bez
	
uglich unserer Topologien oen aber nicht
d

oen

